SF1625 Envariabelanalys — Tentamen 2015-10-27

DEL A

1. Betrakta funktionen f som ges av f(x) =1+ z + W
x —

A. Bestiam definitionsmingden till f.

B. Bestdm alla intervall dir f dr vixande respektive avtagande.
C. Bestidm alla lokala extrempunkter till f.

D. Bestidm alla asymptoter till funktionsgrafen y = f(x).

E. Skissa med hjilp av ovanstaende funktionsgrafen y = f(x).

2. Berikna nedanstaende integraler:

2
A. / ﬁ dx (anvédnd gérna substitutionen u = 2+ 4)
o (x

4
B. / Vrlnzdr (anvénd gérna partiell integration)
1

3. Bestdm den stOrsta area en ritvinklig triangel kan ha, om hypotenusan och ena kateten har
en sammanlagd lingd av 1 meter. Rita figur!
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DEL B

4. Betrakta funktionen f(t) = e’ — cost — sint.
A. Bestim Taylorpolynomet av grad 2 kring punkten ¢ = 0 till funktionen f.
B. Ange feltermen (pa valfri form).

t
C. Berikna grinsvérdet lim M
t—0 t2

1
5. Berikna integralen / arcsin z dx.
0

(For full poding krdvs att integralen berdknas exakt, men en approximativ berdkning kan
ge delpodng. Svaret ska forenklas sa langt som majligt).

6. Laddningen ¢(t) i kondensatorn i en viss vixelstromskrets uppfyller differentialekvationen

2
% +2% + 2qg = Hcost
med initialvillkoren ¢(0) = 1 och ¢/(0) = 3.
A. Bestdm laddningen i kondensatorn vid tiden .
B. Beskriv vad som hinder med laddningen i kondensatorn efter 1ang tid.

Var god vind!
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DEL C

7. Denna uppgift handlar om teorin kring derivator och integraler:

A. Formulera produktregeln for derivator (pa engelska the product rule).

B. Bevisa produktregeln for derivator.

C. Formulera regeln for partiell integration (pa engelska integration by parts).
D. Bevisa regeln for partiell integration.

8. Betrakta funktionen F'(z) = / ¢~ cost dt med definitionsmingd D = [0, 7).
0

A. Ange de delintervall av D dér F' dr vixande respektive avtagande.
B. Bestdm punkter a och bi D sadana att

F(a) < F(x)forallaz € D,

F(b) > F(z) forallaz € D.

n
k k
9. Berikna griansvirdet lim g — arctan —.
n—o00 n

n
k=1
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DEL A

1. Betrakta funktionen f som ges av f(z) = x — 2arctan .

A. Bestiam definitionsmingden till f.

B. Bestam de intervall dar f ar vixande respektive avtagande.
C. Bestidm alla lokala extrempunkter till f.

D. Bestidm alla asymptoter till funktionsgrafen y = f(z).

E. Skissa med hjilp av ovanstaende funktionsgrafen y = f(x).

2. Berikna nedanstaende integraler.

In3 T
A. / dx (anvind gérna substitutionen u = 1 + €”)
0

1+e”
2 dz
B. / P v (anvdnd gérna partialbraksuppdelning)
1 xr< — xr —

3. Bestdm den 16sning till differentialekvationen
2y"(t) — 20y'(t) + 50y(t) =t
som ocksa uppfyller initialvillkoren y(0) = 1/125 och ¢/(0) = 1.
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DEL B

/2 4
. Beridkna integralen ——dx.
g /0 2 + 82
(For full podng krdvs att integralen berdknas exakt, men delpoding kan ges for en approx-
imativ berikning. Svaret ska forenklas sd langt som mojligt.)

. Betrakta ekvationen e” + arcsin x = (.

A. For vilka z dr uttrycket e” + arcsin x definierat?

B. Visa att ekvationen e” + arcsin x = 0 har exakt en 16sning.
C. Finn ett narmevirde till 16sningen med ett fel pa hogst 0.5.

. Ett omrade som ligger pa ena sidan om ett plant snitt genom en sfér kallas en sfdrisk kalott.

A. Berikna volymen av den sfiriska kalott man far genom att lata omradet mellan
kurvan y = 4/100 — 22 och z-axeln, pa intervallet 10 — A < x < 10, rotera
runt z-axeln (vi antar att 0 < h < 10).

B. En sfidr med radie 10 meter fylls med vatten i en takt av 0.2 kubikmeter per minut.
Med vilken hastighet stiger vattenytan i det 6gonblick da vattendjupet / (pa det
djupaste stillet) dr 2 meter? (Tips: fran uppgift A far du att sambandet mellan
vattenvolymen V och vattendjupet h ges av V. = 10h*m — h37/3.)

Var god vind!
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DEL C

7. Denna uppgift handlar om teorin for kontinuitet och deriverbarhet.

A. Definiera vad det betyder att en funktion &dr kontinuerlig i en punkt a.

B. Definiera vad det betyder att en funktion &r deriverbar i en punkt a.

C. Bevisa att en funktion som &r deriverbar i a ocksa maste vara kontinuerlig i a.

D. Ge exempel som visar att en funktion kan vara kontinuerlig utan att vara deriverbar.

8. Betrakta funktionen f given av f(r) = x* + / sin? ¢ dt.
0

A. Berikna Taylorpolynomet av grad 2 till f kring punkten x = 0.
B. Ange feltermen och visa att den dr begridnsad om |z| < 1.
f(x)

xr2

C. Berikna griansvirdet lim
z—0

=1
9. Finn tal a och b sadana att ¢ < E — < b. For full podng krivs, forutom ett korrekt
n
n=1

resonemang, att b — a < 0.2.
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DEL A

. Den 1:a januari 2006 lastes 10 kg av ett visst radioaktivt imne in i en killare. Amnet
sonderfaller i en takt som dr direkt proportionell mot hur mycket som finns kvar av @mnet.
Halveringstiden &r 50 ar. Hur mycket finns kvar av &mnet den 1:a januari 2016?

. Beridkna nedanstaende integraler.

2m

A. / | sinz + cos x| dx (tips: dela upp integrationsintervallet)

0
B. / 2*Inx dr (tips: anvind partiell integration)

1

. T+ 2
. Betrakta funktionen f som ges av f(z) = — 1 + 2arctan .
x

A. Bestidm definitionsmingden till f.

B. Bestdm de intervall dir f dr vixande respektive avtagande.
C. Avgor om f antar nagot storsta respektive minsta virde.
D. Finn alla asymptoter till funktionsgrafen y = f(z)

E. Bestim med hjélp av ovanstaende virdemingden till f.
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DEL B

. Vi ska Taylorutveckla funktionen f(x) = In(1 + z).

A. Bestam Taylorpolynomet av grad 4 kring punkten z = 0 till funktionen f.
B. Anvind polynomet i uppgift A for att berdkna ett ndrmevirde till In 2.

C. Avgor om felet 1 ditt ndrmevirde dr mindre dn 0.25.

. Vi ska bestimma tyngdpunkten (xr,yr) for 6vre halvan av den homogena enhetscir-
kelskivan, dvs omrddet som ges av oliketerna z? + y?> < 1 och y > 0. Av symmet-
riskdl d@r det uppenbart att 7 = 0, men y-koordinaten maste beriknas. Med hjilp av ett
jamviktsresonemang kan man visa att

1
/ 2y 1 —y?dy

0

: :
/ 24/1 —y2dy
0

Berikna y-koordinaten for tyngdpunkten!

Yr =

. Ett féremal med massan m faller genom jordatmosfiaren mot jordens yta. Om vi antar att
luftmotstandet dr direkt proportionellt mot farten v fas enligt Newtons andra lag differen-
tialekvationen

mv'(t) = —kv(t) +mg
dir k dr en positiv konstant och g tyngdaccelerationen.
A. Bestam farten v vid en godtycklig tidpunkt ¢, om foremalet sldpps fran vila vid
tidpunkten ¢ = 0.
B. Visa att farten enligt modellen inte kan 6ka obegrinsat utan kommer att ndrma sig
ett visst viarde efter lang tid. Bestdm detta virde.

Var god vind!
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DEL C

7. Denna uppgift handlar om teorin kring lokala extrempunkter.

A. Definiera vad som menas med en lokal maxpunkt till en funktion f.

B. Bevisa foljande pastdende: Om funktionen f har en lokal maxpunkt i en inre
punkt a i definitionsméngden och f dr deriverbar i a, sd dr f'(a) = 0.

C. Visa med ett exempel att en funktion kan ha en derivata som &r 0 1 en punkt utan att
den punkten &r en lokal extrempunkt.

D. Visa med ett exempel att en funktion kan ha en lokal maxpunkt i en punkt utan att
funktionen har en derivata som ir 0 i den punkten.

8. Betrakta kurvan med ekvation y = z*. For varje punkt (x,y) p& kurvan (utom origo) si
har kurvan en normallinje som skir y-axeln i exakt en punkt (0, b). Bestim det minsta
mojliga vérdet pa b.

9. Avgor om den generaliserade integralen

/7r dx
o rsinz +/x

ar konvergent eller divergent.
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DEL A

1. Derivera nedanstaende funktioner med avseende pa x och ange for vilka = derivatan exi-
sterar. Endast svar krivs.

1
A. f(z) = arctan —
x

B.g(z) = 2"
C. h(z) = ze ™
D. k(x) = %

2. Berikna nedanstidende integraler och forenkla svaren sa langt som mojligt.

A. / tan x dx (anvind substitutionen © = cos )

B. / r?cosxdr  (anvind upprepad partiell integration)

3. Avgor om funktionen f(x) = |2z — 1| + arcsin z antar nagot storsta respektive minsta
vérde och bestdm i sa fall dessa. Svaret ska forenklas sa langt som mojligt.




SF1625 Envariabelanalys — Tentamen 2016-06-10 3

DEL B

. Antag att funktionen f #r tre ganger deriverbar pa hela reella axeln. Antag vidare att
f(1) =2, f'(1) = =3 och | f"(z)| <5 for alla z.
A. Bestdm ett ndrmevirde till f(1.1) med hjilp av linjdr approximation
(Taylorpolynom av grad 1).
B. Bestidm sa noggrant som mojligt en grins for felet i ditt ndrmevirde.

. Beridkna integralen

V3
/ arctan z dz.
0

(For full podng krdvs att integralen berdknas exakt, men delpoding kan ges for en approx-
imativ berdkning. Svaret ska forenklas sd langt som mojligt.

. Betrakta kurvan som ges av ekvationen 222 + 4xy + 3y + 2y = 10.

A. Bestdm en ekvation for tangenten till kurvan i punkten (o, yo) = (=1, 2).

B. Bestdm med hjilp av tangenten ett nirmevirde for y-koordinaten till en punkt pa
kurvan vars z-koordinat dr —0.8.

C. Kan det finnas mer @n en punkt pa kurvan som har z-koordinat —0.8?

Var god vind!
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DEL C
7. Betrakta funktionen f som ges av
sin
nirx # 0
fa)={ 7
1 nirx = 0

A. Ar f udda? Ar f jimn?
B. I vilka punkter dr f kontinuerlig?
C. I vilka punkter ér f deriverbar?
D. Ar f integrerbar pa intervallet —7m < x < 7 ?
8. Bestidm det minsta tal M sadant att | f”(x)| < M for allaz € R, om f(z) = arctan .
9. Kurvorna y = z%° och y = /2 begrinsar ett omrade i forsta kvadranten. Berikna
langden av omradets begransningskurva.
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DEL A
1. (a) Bestdm Taylor polynomet av grad 2 till In(1 + x) omkring x = 0. 2p
(b) Bestdm ett ndrmevirde for In(6/5) som inte avviker mer &n 3/1000. 2p)

1
2. (a) Bestdm alla primitiva funktioner till SR (Tips: Substituera u = +/x.) 2p)
x

(b) Bestidm grinsvéirdet 2p

. 2cos(x) — 2+ 22
lim 1 .
z—0 xr

3. Lat L vara tangentlinjen i punkten (1, ¢) till kurvan y = ze*”. Bestim skérningspunkten
mellan L och z-axeln. 4p)
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DEL B

4. Vi betraktar en LRC-krets med en spdnningskilla, en spole med induktansen 1 henry,
ett motstand med resistansen 15 ohm och en kondensator med kapacitansen 1/50 farad.
Strommen 7 genom kretsen uppfyller differentialekvationen

i"(t) 4 154'(t) + 50i(t) = 0.

Los differentialekvationen och bestim strommen vid tiden ¢ om i(0) = 0 ampere och

i'(0) = 1 ampere/sekund. 4 p)
5. (a) Skissa kurvan y = cosx — 2. 2p)
(b) Anvind I6sningen av uppgift (a) for att visa att ekvationen cos z = 2x har exakt en
16sning. 1p)
(c) Ange ett intervall av lingd hogst % som innehaller 16sningen av ekvationen cos x =
2. (Ldngden av ett intervall [a, b] &r |b — al.) (1 p)
6. Vi betraktar funktionen
e’ +e*
fla) =S5,

definerad pa intervallet —1 < z < 1.
(a) Skriv upp integralen som ger lingden av funktionsgrafen y = f(z). 2p)
(b) Berikna lingden av denna kurva. 2p)

Var god vind!
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DEL C
7. (a) Definiera vad det betyder for en funktion f att vara kontinuerlig i a. 1p)
(b) Definiera vad det betyder for en funktion f att vara deriverbar i a. 1p)

(c) Bestdam talen a och b sa att funktionen f som ges av

fla) = {x .

ar+b x>1

blir bdde kontinuerlig och deriverbar i punkten x = 1. 2p

8. Lat funktionen f vara definierad genom

cos?t 0<t<l1
t) = ’ -
f®) {t2 +1 t>1
Berékna for varje tal z > 0 integralen 4 p)
/ f(t)dt.
0
9. Berikna grinsvirdet (4 p)

. - n-+k 1/3
,}5&;( o )
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DEL A

1. (a) Visaatt F(z) = In(z++v/ 22 + a?)+C dr en primitiv funktion till f(z) = 1/v2? + a?
for varje val av konstanten C'. 2p)
(b) Berikna integralen

/3 dx
o V2416

och forenkla svaret sa langt som mojligt. 2p
1/2
2. (a) Bestidm integralen / arcsin z dx. 2p)
0

"2
(b) Beridkna grinsvirdet lim {a,} nir a,, = 3 2p)

n—00 g

=2

3. Funktionen f ges av f(z) = —6 + |z + 3| + |4 — 2z|. Bestdm alla reella tal x som 16ser
olikheten f(x) < 0. (Tips: Skissa grafen.) 4 p)
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DEL B

. Positionen y(t) av en viss partikel i ett kraftfilt vid tiden ¢ uppfyller differentialekvationen
y'(t) + ay'(t) + by(t) = 0.

(a) Om man vet att y(t) = 3e~3 + 6¢*, vilka viirden har dd a och b? (2 p)
(b) Los differentialekvationen néir ¢ = —5 och b = 6 med initialvillkoren y(0) = 1 och
y'(0) = 4. 2p)

. Lat f(x) = arctan(z?).
(a) Bestdm Taylorpolynomet av grad 1 till f(z) omkring z = 1. 2p)
(b) Visaatt | + 55 — f(1.1)] < 1/50. 2p)

. Ellipsen F med halvaxlarna a > 0 och b > 0 ges av ekvationen x?/a® + y?/b* = 1
Bestdm den storsta mojliga area en rektangel kan ha om den har sina horn pa ellipsen F,
och dir rektangelns sidor ar parallella med halvaxlarna. 4p)

Var god vind!
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DEL C

7. Lat f vara en funktion pa ett intervall / = [a, b]. Antag att f dr kontinuerlig, vixande samt
positiv pé intervallet /. For varje x i I, 1at A(x) vara arean mellan funktionsgrafen och
x-axeln till f pa intervallet [a, x]. Visa fundamentalsatsen som séger att funktionen A ir

deriverbar och att A'(z) = f(x). 4 p)
8. Funktionen f ges av 4p)
(@) + 2 aret
x) = — arctan .
1+22 5
Bestdam det storsta 6ppna intervall som innehéller punkten x = 1, dér f dr inverterbar.
9. (a) Avgor om det finns nagot tal R > 0 sadant att 2p
R 2
/ 2L dw > 100,
.
(b) Avgor om det finns nagot tal R > 0 sadant att 2p)
R
> 100.

n=1 n? + %
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DEL A
1
1. (a) Berikna integralen / e** cos e” dx. 2p)
0
(b) Bestdm grinsvirdet 2p)
. sin(2z)(1 — xg).
z—0 T 4+ 12

2. Effekten P (Watt) i ett motstand med resistansen R (Ohm) dr en funktion av spanningen
U (Volt). For denna funktion P = P(U) giller att P'(220) = 440/ R. Anvind derivatan
for att uppskatta hur mycket effekten @ndras om spanningen 6kas fran 220 till 230 volt.

(4 p)
3. (a) Skriv upp en integral som ger arean mellan {-axeln och kurvan y = (arctant)? pa
intervallet [0, ). 2p

(b) Bestdm Okningstakten av arean i uppgift a) i punkten x = 1. 2p)
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DEL B

4. Newtons avsvalningslag sdger att ett varmt objekt svalnar i en takt som &r proportionell
mot temperaturskillnaden mot omgivningen. Lat y(¢) vara temperaturen i ett vattenkérl,
vid tiden ¢ minuter. Nir vattnet kokar stills kérlet utomhus i —20°. Temperaturen y(t)
uppfyller differentialekvationen pa formen y'(t) = k(y(t) + 20). Vi vet ocksa att temper-
aturen dr 40° efter 10 minuter.

(a) Los differentialekvationen (ledning: Substituera u(t) = y(t) + 20). 3p)
(b) Nir dr temperaturen 25°? 1p)

?+z—1
2 —

ar vixande, respektive avtagande, och vilka lokala extrempunkter, nollstéllen, och asymp-

toter den har. 4p)

5. Skissa funktionsgrafen till funktionen f(x) = . Det ska framga var funktionen

6. Linjir approximation av funktionen f(r) = x'/% omkring punkten a = 8 ger feltermen
E(zx). For varje x finns ett tal s = s(z) sadant att F(z) = @(w —8)2, didr8 < s < .

(a) Visaatt |E(z)| < 5% péintervallet 8 < z < 9. 2p)
(b) Visaatt [9V/3 — 2| < L 2p)

Var god vind!
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DEL C
. Vi betraktar funktionen f som ges av
1
22 sin — x#0
fay={"M 7
0 z=0
(a) Visaatt f dr deriverbar i origo, och bestim f'(0). 2p)
(b) Ar f:s derivata kontinuerlig i origo? 2p)

. Resonemanget: “Da —1/x ér en primitiv funktion till 1/z? har vi att

1 1
/ O
-1 1

ar galet. Forklara vad som ir fel i resonemanget, och bestim sedan korrekt virde av
integralen ovan. “4p)

. Kardioidkurvan parametriseras genom
1 1 1. 1.
z(t) = §Cost—|— ZCOSQt y(t) = ésmt—i— Zstt, t €10, 27].

(a) Bestdm lidngden av kurvan. 2p)
(b) Bestam minsta avstandet fran kurvan till origo. 2p)
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DEL A

1. Halveringstiden for den radioaktiva isotopen kol-14 #r cirka 5730 ar. Levande organis-
mer har en ungeférligen konstant halt kol-14, men i déda organismer minskar dmnet i en
takt som &dr proportionell mot miangden av dmnet, dvs mingden y(¢) uppfyller en differ-
entialekvation pa formen ¢y’ = ky for nagon konstant k. Ett visst benfragment innehaller
80% av den ursprungliga miangden kol-14. Hur gammalt 4r benfragmentet? 4p)

2. L&t R vara det begrinsade omréde i foérsta kvadranten som ligger dver kurvan y = 22 och
under kurvan y = 8 — 2. Bestim volymen av den rotationskropp som genereras dd R
roteras ett varv runt y-axeln. 4p)

3. Ellipsen E ges som l16sningar till ekvationen 322 4+ 4y? = 5. Bestim en ekvation for linjen
L som tangerar E i punkten P = (1,/2/2). 4 p)




SF1625 Envariabelanalys — Tentamen 2017.06.09 3

DEL B
4. Berikna nedanstiaende integraler:
(a) / 2’ lnx dz. 2p)
L .
b —dx. 2
(b) /MQ_I_Z:U 2p)
5. Lat P(x) vara andra ordningens Taylorpolynom kring 2 = 0 till funktionen f(z) = e®.
(a) Anvind P(x) for att ge ett ndrmevirde till \/e. 2p
(b) Avgor om felet i ndrmevirdet ér storre eller mindre @n 0.02. 2p)

23
2221
av en undersokning dir det framgar var funktionen dr vixande respektive avtagande, vilka
lokala extrempunkter funktionen har, vilka funktionens nollstillen dr och vilka asymptoter
funktionskurvan har. (4p

6. Betrakta funktionen f som ges av f(x)

Skissa kurvan y = f(x) med hjilp

Var god vind!
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DEL C
7. (a) For vilka reella = giller sambandet sin(arcsin z) = x? 2p)
(b) Hirled derivatan av arcsin x genom implicit derivering av detta samband. 2p)

8. Bevisa, genom berikning av en integral, formeln A = 7ab for arean A av en ellips med
halvaxlarna a och b. (4 p)

9. Bevisa att formeln

w/2 n—1 w/2
/ sin"zdr = / sin" 2z dx
0 n 0

giller for alla heltal n > 2. 4 p)
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DEL A
1. (a) Bestim alla primitiva funktioner till f(z) = cos®(z) sin(z) + 2. 3p
(b) Bestdm Taylorpolynomet av grad 2, omkring x = 1, till In(1 + %xQ) Gp
(c) Ange definitionsméngden och virdemingden till funktionen f(z) = arcsin(z). Bestdim

slutligen arcsin(sin(21)). 3p)

(d) Skissera funktionsgrafen till f(z) = /sin®(x — 1). 3p)

DEL B

2. (a) Ge ett exempel pa en funktion definierad pa ett slutet och begrénsat intervall som inte
antar ett storsta virde. 2p)
(b) Visa att funktionen

sin _%)ez omz # 1

fy=1 = 4

Ve omz = ;
ar kontinuerlig i punkten z = % 2p
(c) Avgor om funktionen f(x) antar ett storsta och ett minsta virde pa det slutna inter-
vallet [0, 1]. 2p)
3. (a) Bestiim alla primitiva funktioner till f(z) = 3% sin(2x). 4 p)
(b) En kurva parametriseras med z(t) = cos®(t) och y(t) = sin®(t), dir ¢ genomldper
intervallet [0, 7 /2]. Bestdm ldngden av kurvan. 2 p)

DEL C

4. Visaatt I(p) = / ﬁ dz divergerar for 0 < p < 1. (6 p)

0

5. Visa olikheten
1

2 JrvrTy 2D

for allan > 1. (Tips: Summan dr en dversumma for en integral). (6 p)
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DEL A
1. Rita funktionsgrafen till funktionen f(x) = |z — 3| + |z| — 4. (6 p)
x—1
2. Bestdm alla primitiva funkti till = . 6
estdm alla primitiva funktioner till f(z) 5256 (6 p)
DEL B
. . sinx o
3. Vi har funktionen f(x) = ———+/1 + cos™?(z). Anvind substitutionen u = 1/ cos z for
cos? x

/4
att bestimma / f(x)dx. 5p)
0

4. Polynomet P(z) = § + 5z — §x2 ar Taylorpolynomet av grad 2, omkring x = 1, till
funktionen f(z) = x%/°.
(a) Anvind Taylors Sats for att beskriva funktionen F(z) = f(z) — P(x) omkring punk-

ten x = 1. 2p)
(b) Visaatt [41/3 — | < & (5p)
DEL C
5. Avgo integral /oo ! dx dr k t eller di t (6 p)
. Avgdr om integralen —————dx ir konvergent eller divergent.
g g , Vi1 g g p
6. Ett cirkelsegment S ér en del av en cirkelskiva som !

begrinsas av en cirkelbage och en rit linje (korda)
som skar cirkeln i tva punkter. (Se skuggade omradet
i figuren.) Lat cirkeln ha radie r, och lat cirkelbagen
uppta vinkeln ¢, sedd fran cirkelns centrum (¢t < ).
Detta ger ett cirkelsegment S;. Lat A(S;) vara arean
av cirkelsegmentet S;. Berdkna griansvirdet

lim A(S)

t—0 t3

(6 p)
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DEL A
1 3
. Bestéim alla primitiva funktioner till f(z) = (In(z)) : 4 p)
xr
. Bestidm Taylorpolynomet av grad 2, omkring x = 1, till g(z) = e ", 4p)
. Ge definitionen av derivatan till en funktion ¢ i en punkt z. 4p)

DEL B

. Visa att ekvationen z7 + 3x° — % + 2 = 0 har en unik I6sning i det 6ppna intervallet

(0,1). 4p)
1
. Bestdam integralen / V1 +zdr. 4p)
0
3
. Funktionen f(7) = — 1 dr definierad pa det oppna intervallet (—2,2). Visa att f(x)
x E—
har en invers. (4p)

DEL C

N1

. For varje heltal N > 0 later vi Sy = > Serien konvergerar mot ett tal S. Vi vill

n=1 n\/ﬁ'
approximera talet S med Sy . Bestdm ndgot tal NV sadan att att felet i approximationen ar
mindre 4n 1/100. (6 p)
. For varje heltal n > 0 definierar vi intervallet I, = [—X, 1]. Lat ¢ vara en kontinuerlig

funktion, definierad for alla tal x. Vi later o, vara det storsta vardet funktionen ¢ har pa
intervallet [,,. Visa att griansen

lim ¢,
n—o0

existerar, och bestam detta virdet. (6 p)
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DEL A

. Beriikna griinsvirdet 3 p)

esin(a:) — 11—z

lim —————

:EILI(I) ln( 1 + 1'2)

. Vad menas med att en funktion ¢ dr kontinuerlig i en punkt x? 4p)
. Kurvan y = /1 + |z|? samt linjerna x = —3,2 = 3 och y = 0 innesluter ett begréinsat

omrade i planet. Detta omrade roteras kring z-axeln och genererar en rotationskropp.
Bestam volymen av denna rotationskropp. Sp)

DEL B

. Vi har funktionen F'(z) = 4 arctan(z) — 4z + x? definierad for alla reella tal .

(a) Los ekvationen F'(x) = 0. 2p)
(b) Visaatt F'(x) > 0 for alla x > 1. 2p)
(c) Visaatt 4 arctan(z) > 7 — 3 + 4w — 2° forallaz > 1. Q2p
. Lat f(z) = In(1 + z).
(a) Bestdm Taylorpolynomet av grad n till f(x), omkring x = 0. 2p)
(b) Ge ett nirmevirde till In(6/5) som inte avviker mer 4n 1/300. 4 p)
DEL C
. Anvind substitutionen z = 2sin(¢) for att bestimma en primitiv funktion till (6 p)
2
=4/1—-—.
f(a) -
. Avgor fragan om konvergens eller divergens av serien (6p)

iznﬁ—1

nzln?’—n—l—l'
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DEL A
2
—1
. Lt f(z) = H med z # 1.
I‘ _—
(a) Bestdm gransvérdet lim, 1 (f(z)). 2 p)
(b) Avgor om gréinsvirdet lim, 1 (f(x)) existerar. 2 p)
(c) For vilka z giller det att f(x) < 1. 2p)
. Berikna nedanstaende integraler.
(@ / T _eosle e 3p)
x.
1 —I— sin? P
G p)
DEL B

. En modell for en population P(t) ges av integralekvationen

P'(t) =2P(t) — Q/tP(s) ds — e*,

dér ¢ dr tiden.
(a) Deriverar man integralekvationen erhaller man en andra ordningens ordinr differen-

tial ekvation (ODE). Bestim denna ODE. 2p)
(b) Bestdm P(t) om startpopulationen P(0) = 10. 4 p)
. Funktionen f(z) = \/x dr definierad for alla positiva reella tal.

(a) Bestdm Taylorpolynomet P(z) av grad 2 till f kring punkten z = 4. 2p)

(b) Bestim ett nirmevirde till v/5 som avviker hogst 1/200 fran det faktiska vérdet.
(4p)

DEL C

. Visaatt In(n!) > 1 +n(ln(n) — 1) forallan > 2. (6 p)

. Antag att funktionen ¢: R — R &r tva ganger deriverbar och att ¢”(z) dr kontinuerlig
overallt. Visa att om ¢”(z) > x* for alla x, och om ¢(0) = —1, sa finns det ett tal ¢ > 0
sadant att ¢(c) = 0. (6 p)
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DEL A

. Bestdm alla primitiva funktioner till

(@) f(z) = a’e'~, 3p)
(b) g(x) = arctan(zx). 3p)
. Bestidm punkterna pa kurvan y = x? som ligger nirmast punkten (0, 3). 6p)
DEL B
. Funktionen f ges av
f(z) = 223 — 32% — 122 + 14.
For vilka reella virden y har ekvationen f(x) = y precis tva olika 16sningar? 4p)
. Avgor om serien
i 2 + sin(n)
2
“— n’+./n
ar konvergent eller divergent. 3 p)
. Avgorom | In(3/2) — 2 | dr storre eller mindre én 0.05. 5p)
DEL C
. Vi har funktionen
Flz) = 22 cos(1/x) n:z?r x #0,
0 nir z = 0.
Visa att F’(0) inte existerar. (5p)
. Kurvan C' parametriseras av
cost sint LT
T(t) = (t—Q, t_2) dar 5 S t < o.
Visa att kurvan C' har dndlig lingd. (7 p)
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DEL A

—t

1. Denna uppgift behandlar differentialekvationen 3" — 3/ — 2y = 12¢

(a) Bestim koefficienten A sddan att yp(t) = Ate™" blir en 16sning. 2p)
(b) Bestdm samtliga I6sningar till differentialekvationen. 2p)
(c) Bestdm losningarna y(t) till differentialekvationen som uppfyller de bigge villkoren
y(0) = 2 och tlim y(t) = 0. 2 p)
—00
2. Bestdm alla primitiva funktioner till den rationella funktionen (6 p)

_:1:3+21:2—4:c—1
N x2—1 '

f(z)

DEL B

3. Funktionen g(z) = In(1 + sin z) dr definerad pa det 6ppna intervallet [ = (—x/2,37/2).

(a) Skissa funktionsgrafen till funktionen g, och markera alla extremvirden. GBp
(b) Ge ett exempel pa en kontinuerlig funktion f(x), definierad pa I, som inte har ex-
tremvirden. 2p)

4. Funktionen g(z) = In(1 + sin x) dr definerad pa det 6ppna intervallet I = (—7/2,371/2).
(a) Bestdm andragradspolynomet P(z) som bist approximerar funktionen g omkring

punkten z = 0. 2p)
(b) Lét ¢ vara ett tal sddant att 0 < ¢ < . Visa att | g(t) — P(t) | < gt 2p)
(c) Bestdm ett ndrmevérde till integralen fol/ ? g(x) dz som avviker med mindre #n 1/300
fran det exakta virdet. 3p)
DEL C
5. (a) Visa att for varje heltal n > 1 har vi att 6p)
/1 L - sin2(21/n) .
cos(1/n) t COS (1)
(b) Visa att serien
Z —In(cos(1/n))
n=1

4r konvergent. 6p)
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DEL A
. Bestidm Taylorpolynomet av grad 3 till f(z) = arctan(2x) kring z = 0. 4 p)
. Bestdm en primitiv funktion till g(x) = x cos®(2z?). 3 p)

. Kurvan y = sinz, med 0 < z < 7/2 roteras omkring y-axeln, och bildar en vas V.

Bestdm volymen som ryms 1 vasen V. Sp
DEL B
: . z?cos(l/x) ndr z #0
. Vi har funktionen f(z) = 5 nir =0
(a) Vad menas med att en funktion dr kontinuerlig i en given punkt? 2p
(b) Visa att lim,_,o(2* cos(1/z)) = 0. 3p)
(c) Existerar det en kontinuerlig funktion F' definierad pa hela tallinjen, som samman-
faller med f nér x # 0? 2p
T l—t
. Vi har funktionen g(z) = / o7 dt, definierad for alla positiva z > 0.
0
(a) Bestdam talet = dir funktionen g uppnar sitt storsta vérde. 2p)
(b) Avgor om grinsvirdet lim g(x) existerar. 3 p)
T—r00
DEL C

. Det existerar ett heltal n sadan att Z k3 = 90000.

k=1
(a) Visaattn > 23. (4 p)

(b) Bestam talet n. (4 p)

. En funktion f: R — R kallas likformigt kontinuerlig om det till varje ¢ > 0 finns 6 > 0
sadant att for alla = och y giller att

r—yl < 3= |f(@) - Fly)l <e.
Visa att funktionen f(z) = 22 inte #r likformigt kontinuerlig. 4p)
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[\

DEL A

. Berikna G3+3p)

1
3
/_1 2*In(2 + 2*)dz  och /2+8x2dx'

. Lat f(z) = ze~*" vara definierad for z > 0.
(a) Bestdam alla lokala extrempunkter till f och avgor deras karaktidr (max/min). (2 p)
(b) Bestdam de intervall pa vilka f &r stringt vixande respektive strangt avtagande. (2 p)
(c) Antar f nagot storsta respektive minsta virde? Bestdm i forekommande fall dessa.

2 p)
DEL B
3. Lét f(z) = y/z och 1at P(x) vara Taylorpolynomet av grad 2 till f kring « = 1.
(a) Bestdm polynomet P(z). 2p)
(b) Enligt Taylors formel kan resttermen E(x) = f(z) — P(x) skrivas som ett uttryck
som innehaller f:s tredjederivata. Vilket dr uttrycket? (1p)
(c) Ar detsant att |/3/2 — P(3/2)| < 1/1007? (3 p)
< 3
(a) Berdkna den generaliserade integralen / 5 dx. 4p)
1 T4+ 3
(b) Avgor om serien ; 23k ar konvergent eller divergent. 2p)
DEL C
~ (2 2 [2
(a) Beridkna grinsvirdet lim Z (— + — —) . 3p)
nseol=\n  n\V n
(b) Berikna griansvirdet 3 p)
n+1 1
lim tsin (—) dt.
n—oo . t

(a) Antag att funktionen f(z) &r kontinuerlig pa intervallet [0, 1] och att 0 < f(0) < 1
och 0 < f(1) < 1. Visa att det finns (minst) en punkt p i intervallet [0, 1] sddan att
f(p) =p. (3p)

(b) Antag att funktionen g(x) ér deriverbar pa hela reella axeln och att |¢'(z)| < 1/2 for
alla z. Visa att det finns (minst) en punkt p sadan att g(p) = p. Gp
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DEL A
1. (a) Lat g(z) = arcsin(y/x). Bestédm g:s definitionsméngd och bestim ¢'(z). 2 p)
(b) Lat f(x) =  + arctan(z). Bestdm f:s definitionsméngd och virdemingd. Anvind
derivatan for att avgdra om funktionen f &r inverterbar eller e;j. 4p)
4r2 .
2. (a) Beridkna de. Gp
2 NG
(b) Funktionen f(z) uppfyller f'(z) = xIn(z) och f(1) = 1. Bestdm funktionen f(z).
Qp)
DEL B
3. Lat f(x) =ze ™, x> 1.
(a) Bestdm den punkt (¢, o) pa funktionsgrafen y = f(x) som gor arean av triangeln
med horn i (0, 0), (xg,0) och (xg, o) maximal. 4 p)
(b) Finns det ndgon punkt (x1, y;) pa funktionsgrafen y = f(z) som gor arean av triang-
eln med horn i (0,0), (z1,0) och (xy, y;) minimal? 2p)
4. Lat F(z) = / e~ dt.
0
(a) Bestdm Taylorpolynomet av ordning 1 till /'(x) omkring = = 0. 2p
(b) Bestdm ett ndrmevirde till F'(1/2) som avviker hogst 1/8 fran det exakta virdet.
(4p)
DEL C
~ 1
5. (a) Visa att for alla heltal n > 1 giller olikheten ) - > In(n). (3 p)
k=1
(b) Berikna grinsvérdet 3p)
i L — 1
im —.
n—oo In(n) —~ k
6. Antag att funktionen f(x) ér definierad pa hela reella linjen och att (f(x))? < 2* + 2° for

alla z.

(a) Avgor om f maste vara kontinuerlig i punkten x = 0.
(b) Avgor om f maste vara deriverbar i punkten x = 0.
Motivera dina svar med bevis eller motexempel.

3p)
3p)
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DEL A
‘(141 2
1. (a) Berdkna / de. 3p)
1 x
(b) Bestdm alla primitiva funktioner till f(z) = x sin(x). 3p)
2. (a) Lat L vara tangentlinjen till kurvan y = arctan(z?) i den punkt pa kurvan som har
x-koordinat 1. Bestdm en ekvation for linjen L. GBp
(b) Lat f(x) = e * och lat P(x) vara Taylorpolynomet av grad 1 till f kring x = 0. Visa
att 0 < f(1/3) — P(1/3) < 1/10. 3Bp
DEL B
3. Lat f(x) = (22 — 22 — 2)e”.
(a) Har funktionen f nagot storsta eller minsta varde? Bestdm i forekommande fall dessa.
(4p)
(b) Hur ménga 16sningar har ekvationen f(x) = —17 2p
N . . *2+sin(z) , .
4. (a) Avgor om den generaliserade integralen de ar konvergent eller diver-
0 x
gent. 4p)
(b) Avgor om serien Z cos(1/k?) dr konvergent eller divergent. 2p)
k=1
DEL C
5. Lat n > 1 vara ett heltal, och 1t P, vara partitionen av intervallet [2,3] i n stycken
delintervall, alla av lingd 1/n. Lat L(FP,) vara Riemann-undersumman (lower sum) av
funktionen f(x) = 3z pa intervallet |2, 3] med avseende pa den givna partitionen P,.
(a) Bestdm en formel, bara beroende pa talet n, for L(P,). 4p)
(b) Bestdm grinsvirdet lim L(FP,). 2p)
n—oo
6. Antag att funktionen f &r deriverbar med derivatan f’(z) = 0 for alla reella tal x.

(a) Visa att f &r kontinuerlig pa hela reella axeln (dvs visa att deriverbarhet medf6r kon-
tinuitet). 3p)
(b) Anvind differentialkalkylens medelvirdessats for att visa att funktionen f &r kon-
stant. Qp
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DEL A

1. Beridkna grinsvirdena G3+3p)
x/2 2x o
. e"? 4+ 1In(x) + 2e . x —sin(x)
i 3e2r 4 100 — 7 och  lim xr —zcos(r)

2. (a) Bestdm en primitiv funktion till f(z) = 1/(2 + 5z + 6). G3p
(b) Bestdm arean av omradet i planet som begrinsas av kurvan y = xe™* och linjerna
y=0,z=00ochx = 1. 3p

DEL B

. x

3. Lat f(z) = (6 p)

Vit +1

e Bestim alla intervall dir f dr vdxande respektive avtagande och bestim alla lokala
extrempunkter.

e Finn alla asymptoter till kurvan y = f(x).

Anvind informationen ovan for att skissa kurvan y = f(z). Bestim ocksa eventuella
storsta och minsta viarden hos funktionen f.

4. Avgor om foljande generaliserade integraler dr konvergenta eller divergenta. Berdkna dem
om de dr konvergenta.

1 —=x
(a) 7(195. 3p)
0
S Gp)
® s a(lnx)? P
DEL C
5. Visa att (6 p)

1
1n<(1+$> ) >1 foralla0 <z < 1.
— X

6. Antag att funktionen f &r definierad pa hela reella axeln och att f, f/ och f” dr kontinu-
erliga 6verallt. Antag vidare att f(0) = f’(0) = 0 och att f”(x) > 0 for alla x. Visa att

serien Z f(1/k) ar konvergent. (6 p)
k=1
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DEL A
1. (a) Bestim alla funktioner y(¢) som uppfyller y” + ¢’ — 2y = 0. 2p)
(b) Bestdm alla funktioner y(¢) som uppfyller 4p)
y// + y/ _ 2y — 4€—t
hm y(t) =
(0) 5.
2. Berikna foljande integraler: 3+3p)
In2
e’ r+4
dxr och ——dx
/0 V14 er / % 4 2z
DEL B
3. Lat f(z) =zInx.
(a) Bestdm Taylorpolynomet av grad 2 till f kring punkten z = 1 och anvénd det for att
lgest'aimma ett ndrmevirde till 3 1n 3. 2p)
(b) Ar det sant att nirmevirdet i (a) avviker med hogst 1/10 fran det faktiska vérdet?
G p)
(c) Ar nidrmevirdet storre eller mindre #n 3 1n 3? (1p)
4. Hur manga losningar har ekvationen
1
— + 2arctanx = 37
x
DEL C
5. Visa att for alla positiva heltal m och n giller att
2n 2m— 1
Z —<In2< Z -
k:n+1
6. (a) Antag att f(0) = 0 och att |f(x)| > +/|z| for alla = # 0. Visa att funktionen f inte

kan vara deriverbar 1 punkten z = 0. 3p

(b) Antag att funktionen g ér definierad pa hela reella axeln och uppfyller foljande villkor:
g'(0) =k, g(0) # 0och g(z +y) = g(z)g(y) for alla x och y. Visa att g(0) = 1 och
att ¢'(z) = kg(x) for alla z. 3p)
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DEL A
™4 sinx
1. (a) Berikna integralen / 5 d. 3p)
o cos?x
(b) Bestdm en primitiv funktion till f(x) = arctan x. 3p)
2. Lat f(z) = In(1 + 2?).
(a) Bestdm definitionsméngden till f och berikna f'(z). 2p
(b) Bestdm Taylorpolynomet av grad 2 till f kring x = 0. 2p)
(c) Beridkna grinsvirdet lim h m == 2p)
x
DEL B
2 42
3. (a) Parametrisera kurvan T + 9 = 1. Skissera ocksa kurvan. 2p)
(b) Hur stor area kan en rektangel ha om dess horn ska ligga pa kurvan i (a) och ha sidor
parallella med koordinataxlarna? 4p)
Inz

2
(a) Gor ett teckenschema for derivatan och bestdim alla lokala extrempunkter. Skissera
kurvan y = f(x) med hjélp av teckenschemat och med hjélp av relevanta grinsvérden.

Gp)
(b) Avgor vilken eller vilka av foljande generaliserade integraler som dr konvergenta:
/ f(x)dx, / f(z) dx. Berdkna dem om de &r konvergenta. 3p)
0 1
DEL C
5. Lat funktionen f vara definierad for alla reella tal x genom
e~V omz # 0
fz) = _

0, omz =10
(a) I vilka punkter dr f kontinuerlig? 2p)
(b) Ivilka punkter &r f deriverbar? 2p)
(c) Bestdm viardemingden till f. 2p)
6. Visa att det for varje konstant ¢ > 0 giller att (6p)

N ED IR N
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DEL A

. Beridkna foljande integraler: 3+3p)

/62 dzx / dx
och .
. rlnx x?—4

. Lat f(z) = v1—x,0 <z < 1. Bestdm den punkt (z, yo) pa grafen y = f(x) som gor
rektangeln med horn i punkterna (0, 0), (o, 0), (o, ¥o) och (0, o) maximal. Glom inte att
foklara varfor arean blir maximal i punkten. (6 p)

DEL B

. Avgor om det finns ndgon 16sning y(t) till differentialekvationen y” (¢)+2y/(¢)+5y(t) = 0
som uppfyller att

t
lim m =1.
t—0 ¢
Bestdm en sddan 16sning om en sadan 16sning finns, annars forklara varfor det inte finns
nagon. (6 p)
. Bestdm de punkter pa kurvan y = e” T2 i vilka tangenten till kurvan gar genom punkten
(1,0). (Notera att punkten (1, 0) inte ligger pa kurvan.) (6 p)
DEL C
. > 2
. Betrakta integralen / - dx
1 2r?2 +sinx + 1
(a) Visa att integralen dr konvergent. 2p)
(b) Bestidm ett ndrmevirde till integralen dir felet inte dr storre dn %. 4p)

. For varje heltal n > 1, lat

A= (A

Bestim lim A,,. (6 p)

n—o0
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DEL A

1. (a) Finn en 15sning till differentialekvationen y”(x) + 2y'(z) = 12 cos(2z) + 4 sin(2x)
som dr pa formen y(z) = A cos(2z) + Bsin(2x) dir A och B idr konstanter.

2p)
(b) Bestidm den 16sning till differentialekvationen 3" (x)+2y'(z) = 12 cos(2x)+4 sin(2x)
som uppfyller y(0) = 0 och ¥/ (0) = 4. 4 p)

1 x
2. Berik adet begri k = t
erdkna arean av omridet som begrénsas av kurvan y = —— + T3 1o S
linjerna y = 0,z = 0 och x = 2. Forenkla ditt svar. 6p)

DEL B

3. Lat f(x) = %
(a) Bestdm de punkter pa kurvan y = f(z) dér tangenten 4r horisontell. 2p
(b) Avgor om det finns ndgon punkt pa kurvan y = f(z) dér lutningen & maximal.
Bestdm en sadan punkt om en sadan punkt finns, annars forklara varfor det inte finns

nagon. (4 p)
1
4. (a) Lat f(z) = ﬁ Visa med hjilp av derivata att funktionen f dr avtagande pa
z(lnz
intervallet (1, 00). 2p)
(b) Anvind liampliga integraluppskattningar for att visa att 4p)

S
k(lnk)?2 — In2’
k=3

DEL C

5. Funktionen f &r en odndligt deriverbar funktion, definierad i nagon oppen omgivning /
till x = e, och bestamd av villkoren

/)~ (f(x) =0
fle)=1
Bestdm andra ordningens Taylorpolynom till f kring punkten x = e. 6p)

6. (a) Antag att funktionen ¢ dr kontinuerlig dverallt (men vi antar inte att g dr deriverbar).
Lat f(x) = xg(x). Visa att funktionen f dr deriverbar i punkten z = 0 och bestim

1(0). 3p)

(b) Antag att funktionen / : R — R uppfyller |h(z) — h(y)| < |z — y|? for alla reella tal
x,1. Visa att h dr konstant. 3p)



SF1625 Envariabelanalys — Tentamen 2021.10.21

DEL A

1. (a) Bestdm alla funktioner f(x) sddana att f'(z) = "1 + e?. Gp
2
(b) Berikna / z?Inzdz. Gp
1

2. (a) Lat f(x) = +/1+ x. Bestdm Taylorpolynomet av grad 1 till f kring = = 0, och

anvind detta polynom for att approximera talet 5 3Bp
(b) Avgor om felet i approximationen i del (a) 4r mindre &n 1/20. 3p)
DEL B
3. Bestdm virdemingden till funktionen f som ges av (6 p)
In(1 + 2%)
o)==

Svara ocksa pa fragan: hur manga 16sningar har ekvationen f(x) = 1?

4. Betrakta differentialekvationen " (z) — y(x) = 2e~".
(a) Visa att det finns en 16sning y,, till ekvationen pa formen y,(z) = axe™”, dir a &r

nagon konstant. 2p)
(b) Avgor om det finns en 16sning y till ekvationen sadan att y(x) dzr = 1. Bestim en
0
sadan 16sning om en sadan l6sning finns, annars forklara varfor det inte finns nagon.
(4 p)
DEL C
5. Visa olikheten 6p)
v 2 6$2 ..
e’ dt > — forallaz > 1.
-1 2x
6. (a) Avgor om det finns nagon funktion f, som &r kontinuerlig i hela R, sddan att QGp)
L
f(z) = arctan —  for x # 0.
x
(b) Avgor om det finns nagon funktion f, som dr deriverbar i hela R, sadan att GBp

1
f(z) = arctan = for x # 0.
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DEL A

. Bestém den 16sning y(xz) till differentialekvationen
y'(x) = 4y'(z) +3y(z) = 6

som uppfyller villkoren y(0) = 0 och lim y(;p ) = 0. (6 p)
T—00 €
. Lat .
=— 1<z <3
Bestdm den punkt (a, f(a)),1 < a < 3, pa grafen y = f(x) som gor arean av rektangeln
med horn i punkterna (0, 0), (a,0), (a, f(a)) och (0, f(a)) minimal. (6 p)
DEL B
. Bestdm virdet pa konstanten a sa att (6 p)

= axe " dx.
1 24z 1

. Lat f(z) = /Ox In(1 +sint) dt.

(a) Bestam Taylorpolynomet av ordning 2 till f kring z = 0 och anvind polynomet for
att approximera vérdet f(1/2). 3p)
(b) Avgor om felet i approximationen i uppgift (a) dr mindre 4dn 1/10. 3p)

DEL C

. Bestim alla virden pa konstanten b > 0 for vilka det giller att ekvationen e** = bz har
precis en 16sning. (6 p)

. Visa att (6 p)
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DEL A
L . . (In )02
1. Bestdm primitiva funktioner till f(z) = 2**?Inz och g(z) = (3+3p)
x
2. Lét f(x) = arctan(z?).
(a) Bestam Taylorpolynomet av grad 2 till f kring z = 0. 3p)
t 2
(b) Berikna grinsvirdet lim %n(x) 3p)
=0 24+ 13
DEL B
. ) 1
3. Vi betraktar funktionen f(z) = . (6 p)
xIn(x)
e Los olikheten f(x) < 0.
e Bestim de intervall dir f &dr vixande respektive avtagande och bestdm alla lokala
extrempunkter.
e Finn alla asymptoter till kurvan y = f(x).
Anvind informationen ovan for att skissa kurvan y = f(z).
4. (a) Avgor om serien Z —- dr konvergent eller divergent. 3p)
e
k=1
. . odx .
(b) Avgor om den generaliserade integralen / ar konvergent eller divergent.
0 T + \/E
G p)
DEL C
5. (a) Antag att funktionen f dr deriverbar i punkten . Visa att funktionen f &dr kontinuer-
lig i punkten x. 3p)
(b) Antag att funktionen f #r deriverbar i punkten xy och att f(x¢) # 0. Visa att funktio-
nen 1/ f dr deriverbar i punkten x. 3 p)
6. Bestim en tangent till kurvan iy = e?** — 2¢~* + z som inte #r parallell med nigon annan

tangent till kurvan. (6 p)
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DEL A

. Lat f(z) = tanx och g(x) = sin(In z).

(a) Arlinjen y = x tangent till kurvan y = f(z) i punkten (0, f(0))? 3p)
(b) Bestidm Taylorpolynomet av grad 2 till g kring = = 1. 3p)
. Bestdm arean av det begrinsade omrade som innesluts av kurvan y = [y och linjen
x
y = 1/2. Forenkla ditt svar sa langt som mojligt. (6 p)
DEL B
. Bestim viardemingden till funktionen f(z) = 26" (6 p)
. Vilka av foljande olikheter dr sanna? (Glom inte att motivera ordentligt.)
1
dz
— <1 2
@) /0 1+ arctanxz — @p)
o x
b ————dr < 1. 2
()/1 222 —sinlx = @p)
o x
——dr < 1. 2
<c>/1 e s 2p)

DEL C

. Finns det ett kortaste linjesegment sadant att ena dndpunkten 4r pa x-axeln och den andra
andpunkten ir pa y-axeln och som gir genom punkten (9,/3)? Bestim lingden pa ett
sadant kortaste linjesegment om ett sadant finns, annars forklara varfor det inte finns nagot.

(6 p)

. Visa att for varje heltal n > 1 giller: (6 p)

In2

1 < k
2In(2) — 1 < EZIH <1+5) <2In(2) —1+—=.
k=1
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DEL A
1. (a) Berikna integralen fow/ % sin?(x) cos(z)dz. (3p)
(b) Berikna F'(4) ddr F ér funktionen som &r definierad for > 0 och uppfyller villkoren
F'(xz) =In(z) och F(1) = 5. 3p)
2. Hitta en 16sning y(x) till differentialekvationen
y' —y — 2y =8z
som uppfyller y(0) = 1,4'(0) = 0. (6 p)
DEL B
3. Avgor om ekvationen 2% — 222 + x + 1 = 0 har ndgon 16sning i intervallet [—1,0]. Om
ekvationen har 16sningar i intervallet, bestim hur manga. 6p)
4. Avgor med hjilp av derivatans definition om funktionerna nedan &r deriverbarai z = 0.
@) f(x) = |z| Gp)
() g(z) = |z’ 3p)
DEL C
5. Bestim arean av omréidet som innesluts av graferna y = 4sin*z och y = colex samt
linjerna x = 0 och x = 7. 6p)
6. Avgor om den generaliserade integralen

| sy

ar konvergent eller divergent. (6 p)
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DEL A
1. Berikna foljande integraler
2
(a) / ze® du Gp)
1
2
(b) / re “dx. 3p)
1
2. Vi har funktionen f(t) = 1/t, dir ¢t # 0. Bestdm alla punkter pa funktionsgrafen till
y = f(t) ddr tangentlinjen 4r parallell med linjen 4y + ¢ = 0. (6 p)
DEL B
3. Lat f(x) =z — V24 — 8a2.
(a) Bestam definitionsmingden till f. 1p)
(b) Bestim f'(x). (1p)
(c) Finn alla kritiska punkter till f. 2p)
(d) Avgor om f har nagot storsta respektive minsta virde och bestdm dessa om de finns.
2p)
4. Avgor om foljande griansvirden existerar och bestdm deras virden om de existerar.
(@ lim (Vn?+n+1—n) G p)
n—oo
N\ &
(b) lim (—) 3p)
n—oo \ N
DEL C
2
1
5. Berikna integralen / %dx. 6p)
1 ¥+
6. (a) Antag att funktionen f dr kontinuerlig pa hela reella axeln och att f(0) = f(2). Visa

att det finns (minst) ett tal i intervallet [1, 2] sddant att f(a) = f(a — 1). 3p)
(b) Antagattay, as, ..., a, drreella tal sddana att ag+ay /2+as /34 - -+a,/(n+1) = 0.
Visa att ekvationen

ag+a1x+ -+ ax” =0

har (minst) en rot i intervallet (0, 1). 3p
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DEL A
. Beriikna foljande integraler
/3
(a) / sin(x)e? @ dy 3p)
0
! 5
b —d 3

. Lat f(z) = In(cos z).
(a) Bestam Taylorpolynomet av grad 2 till f kring x = 0 och anvind det for att ge ett

niarmevérde till f(1/10). 4p)
2
(b) Bestidm griansvirdet lim ——. 2p)
x—0 ($)
DEL B
. Lat
f(z) =1+ arccos(z) + 2v'1 — 2.
(a) Bestdm funktionens definitionsméngd. 1p)
(b) Bestidm de intervall dér funktionen véxer respektive avtar. 2p)
(c) Bestdm eventuella kritiska punkter och deras typ. 1p)
(d) Bestam funktionens storsta och minsta virde. 1p)
(e) Rita grafen till funktionen med hjélp av informationen ovan. 1p)
. Avgor om foljande generaliserade integraler dr konvergenta eller divergenta
]_ .
sin
(a) / L @p)
2 2+sinz sin :1:
o [ @p)
(C) / 6—:c+sinx dx (2 p)
0

DEL C

. Lat f(x) = 23. Visa att det for varje punkt P = (z0,yo) € R? finns en tangent till grafen
till f(x) som gar igenom P. (6 p)

. Lat f vara en funktion som dr kontinuerlig pa hela reella axeln and lat a vara en reell
konstant. For varje b > 0, lat

(z) 1/h, om0 <z <h,
€T =
Ih 0, omx < 0eller x > h.

Bestdm hhrn+ fla —x)gn(z)dx. (6 p)
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DEL A
1. (a) Bestim lsningen y(t) till differentialekvationen y/(t) = —<5 (y(t) — 10) som upp-
fyller y(0) = 2022. 4p)
(b) Berikna lim,_,, y(t). 2p
2. (a) Bestim Taylorpolynomet av grad 3 kring x = 0 for f(x) = In(1 +sin(z)). 5p)
(b) Anvind Taylorpolynomet fran uppgift (a) for att approximera f (%) 1p)
DEL B
3. Bestidm foljande grinsvirden:
(a) lim <ln(2n2 +n) —In(n? — 1)) 3p)
n—oo
®) 1 n?sin = Gp)
nioo 3n + 1 P
4. For vilket viirde av ¢ > 0 #r arean av omrédet inneslutet av kurvorna y = ¢ — 222 och
y = 22? — clika med 3? (6 p)
DEL C
5. Gammafunktionen I'(x) dr definierad av
[(x) = / t" e L.
0
(a) Visa att I'(x) dr vildefinierad for varje x > 0, dvs visa att den generaliserade integra-
len [;* t*~te~'dt dr konvergent for varje z > 0. 3p)
(b) Anvind partiell integration for att visa att I'(z+1) = 2I'(z) for allaz > 0. 3p
6. Bestim de virden pa z > 0 som serien Z ﬁ konvergerar for. 6p)

n=1
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DEL A
%
1. (a) Berikna integralen / t cos(2t) dt. 3p)
0
* 1
(b) Berikna den generaliserade integralen / dt. GBp
. t(Int)3
2. (a) Bestdm Taylorpolynomet av grad 4 till funktionen f(x) = cos(z?) kring punkten
xz = 0. 3p
2
-1
(b) Berikna grinsvirdet lim M GBp
x—0 21‘4
DEL B
3. Avgor om foljande serier konvergerar eller divergerar:
(a) Z cos(1/n) (2 p)
n=1
= sin(n) + 2
b _— 2
(b) ; o 2p)
=L sin(1/n)
_— 2
(©) 2; - 2p)
4. Betrakta funktionen F'(z) = / ¢~V cost dt med definitionsméingd D = [0, 7).
0
(a) Ange de intervall dér F' dr viixande respektive avtagande. 3 p)

(b) Avgor om F' har ndgot storsta och minsta virde. Bestdm i sa fall i vilka punkter dessa
virden antas. 3p)

Var god vind!
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DEL C

5. Bestdm alla positiva tal A for vilka det finns en 16sning y(¢) till problemet

y'(t) + Ny(t) =0
y(0) =y(m) =0
som inte dr identisk lika med noll. (6 p)

6. Lat f vara funktionen
—1, omz <0,
fz)=4¢0, omx=0,

1, omz > 0.
(a) Bestdm var funktionen g(z) = f(t) dt, definierad for x € (—1,1) &r deriverbar
-1
och bestdm dess derivata dir den existerar. GBp
.71‘3
(b) Bestdm var funktionen h(x) = f(t) dt, definierad for x € (—1, 1) dr deriverbar

-1
och bestdm dess derivata dir den existerar. Gp
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[S—

DEL A

(a) Bestim Taylorpolynomet av grad 2 till funktionen arctan(z?) kring punkten z = 0.
G p)

t 2
(b) Berikna grinsvirdet lim arctan(z”) Qp

=0 2x2 + 3

2. En benbit innehaller 80 procent av den ursprungliga mangden kol-14. Hur gammal &dr den?
Antag att sonderfallstakten dr proportionell mot mingden av dmnet och att halveringstiden
dr 5700 ar. (6 p)
DEL B
3. Bestdm antalet 16sningar till ekvationen arccos x — e* + x = 0. (6 p)
4. (a) Berikna integralen / (Inz)® dz. 3p)
1
1 1
(b) Avgor om den generaliserade integralen / e= dx dr konvergent eller divergent.
0
3 p)
DEL C
5. (a) Lat f vara en funktion definierad for alla reella tal. Definiera vad som menas med att
f dr deriverbar i punkten = = a och definiera f’(a). 2p)
(b) Lat
f(In(1 4+ 2/2
ola) = L0022
déar f &r en kontinuerlig funktion som dr deriverbar i punkten x = 0 och sadan att
f(0) =0och f'(0) = 6. Bestdm lin% g(x). 4 p)
z—
OBS: Det gar inte att anvinda L'Hopitals regel direkt pa denna uppgift.
) . I .
6. (a) Avgor om serien Z ————— ar konvergent eller divergent. 3 p)
“— nin(In(n))

2n

——k .
nIn(In(m) onvergerar. GBp

(b) Avgor for vilka x som serien Z
n=30
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DEL A

1. Berikna f6ljande grinsvérden:

1
(@) lim 2€05%) Gp)
z—0 xT
. Vxr—T+xcosz+ be®
b) 1 3
(b) lim P S Gp)
2. (a) Berikna int l/6 ! d GBp
. (a) Berikna integralen ——dx.
s 1 2y/1+1In(z) P
(b) Bestim en primitiv funktion till f(z) = x%e”. 3p
DEL B
3. Ekvationen x* + 3® + 32y = 1 definierar en sluten kurva i planet.
(a) Bestdm kurvans skidrningspunkter med x-axeln. 2p)

(b) Vilj en av dessa punkter och bestim en ekvation for tangentlinjen till kurvan i den
punkten. 4p)

cos(k) +1

N ar konvergent eller divergent. 3p)

4. (a) Avgor om serien Z
k=1

dx dr konvergent eller divergent.

3p)

1
(b) Avgor om den generaliserade integralen /
o Sinz

DEL C

5. (a) Antag att funktionen f(x) dr definierad och deriverbar for alla « och att f'(x) > 0 for
alla x > 0. Avgor om detta medfor att lim f(x) = oco. 2p)
T—00

(b) Antag att funktionen g(x) #r definierad och deriverbar for alla x och att ¢'(z) > 1
for alla x > 0. Visa att funktionen h(x) = g(z) — x uppfyller h(x) > g(0) for alla

x> 0. (2 p)

(c) Avgor om lim g(z) = oo dér g dr funktionen i (b), t ex genom att anvénda slutsatsen
T—00

i (b). 2p)

Motivera dina svar med bevis eller motexempel.

1
6. Berikna ett ndrmevérde till / ¢~ dt med ett fel som ir mindre #n 1 /20. (6 p)
0



SF1625 Envariabelanalys — Tentamen 2024.06.05

DEL A
1. Berikna foljande grinsvirden:
. sin (3z)
1 3
@) 250 tan (4x) Gp)
In(3z) +e*
b) lim ——————— 3
2
2. (a) Berikna / 23 In(z) dx. Gp
1
(b) Bestim / cos® z sin x dz. 3p)
DEL B
3. Lat f(x) = 2.
(a) Berikna volymen av kroppen som erhalls nir omradet som begridnsas avz = 0,y = 8
och y = f(x) roteras kring y-axeln. 3p
(b) Berzikna volymen av kroppen som erhélls niar omradet som begrinsasavx = 0,y = 8
och y = f(x) roteras kring z-axeln. 3p)
4. Lat f(z) = 2" + 2x + 1.
(a) Visaatt f(x) &r inverterbar. 3 p)
4
(b) Berikna / () dx. 3p
1
DEL C
5. Bestdm antalet 16sningar z till ekvationen
/ e’ dt = e’,
2
som uppfyller x > 2. (6 p)
6. Antag att f dr en tva ganger kontinuerligt deriverbar funktion pa [0, 1] sddan att linjeseg-

mentet mellan (0, f(0)) och (1, f(1)) skér funktionsgrafen y = f(z) vid (minst) en punkt
(i tilldgg till andpunkterna (0, f(0)) och (1, f(1))). Visa att det finns en punkt z € [0, 1]
sadan att f”(x) = 0. (6 p)
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DEL 1

. Beriikna foljande integraler.

2
(a) / rvVa? + ldx (b) / zln(z) dx (3+3p)
1

2. Avgor om foljande serier konvergerar eller divergerar.
> 0 on+l1
(a) ; arctan(n) (b) ; 3 1 (3+3p)
o . . 1
3. Lat funktionen f vara given av f(z) = — + In(x + 2).
x
(a) Bestdm definitionsmingden till f. 2p)
(b) Hur ménga 16sningar har ekvationen f(x) = —10? 4p)
DEL 2
4. Avgor om det finns en 16sning y(¢) till differentialekvationen
y" — 2y + 5y = 4sint — 2cost
t
som uppfyller lir% Q = 7. Bestdm en sadan 16sning om en sadan 16sning finns, annars
—
forklara varfor det inte finns nagon. (6 p)
5. Betrakta kurvan som ges av y = /2 for 1 < x < R dér R ér ett positivt tal och 1at b(R)
vara baglangden av kurvan.
(a) Ange en integral som ger b( R). Integralen behover ej beriknas. 2p
b(R
(b) Bestdm griansvérdet lim Q 4p)
R—oo R
6. (a) Avgor om funktionen

f(z) = / 2 cos(s)] ds

ar begrinsad pa intervallet [1, 00). Tips: Det kan vara anvidndbart att jimfora cos(s)
med 1/v/2 pd intervallen [n2r — T, n2n), forn = 1,2, ... 3p)
(b) Avgdr om funktionen

o) = [ Seosts)ds

ar begrinsad pa intervallet [1, 00). 3p)
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DEL 1
et — T o o
1. Berikna griansvirdet lim 5 pa tva olika sitt:
x—0 €T
(a) Med hjélp av I’Hopitals regel 3p)
(b) Med hjilp av Taylorutveckling 3 p)

2. Finn alla primitiva funktioner till

_cosw 6r — 7
3. Lat funktionen f vara given av
N x € (—m, 7,
J(x) = {—cos(m), x € (m,2m).
(a) Anvind definitionen av kontinuitet for att avgora om f dr kontinuerlig i . QGp)
(b) Anvind definitionen av derivata for att avgéra om f dr deriverbar i 7. 3p)
DEL 2
4. Hur ménga 16sningar har ekvationen (22 — 1)e™* = 10 ? (6 p)
5. (a) Bestdm for vilka x potensserien
o VE
konvergerar och for vilka x den divergerar. 3p)
(b) Avgor om serien
= [ Intdt
D e
n=1
ar konvergent eller divergent. 3p

6. (a) Antag att funktionen f #r definierad pa intervallet (a, ) och att ¢ i (a, b) dr en lokal
extrempunkt till f. Antag ocksa att f’(c) existerar. Bestim f’(c) med hjélp av deriva-
tans definition. 2p)

(b) Antag att funktionen f &r kontinuerlig pa intervallet [a, b] och deriverbar pa intervallet
(a,b). Antag ocksa att f(a) = f(b). Visa att det finns en punkt c i (a,b) sadan att
f'(e) =0. 2p)

(c) Formulera och bevisa medelvirdessatsen. 2p)
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DEL 1
1. Bestdm grinsvirdena.
. arctan(z) + e” . cos(mx)
@ e 1 O M 1 (3+3p)

2. Lat f(x) = In(z)— 7. Bestdm ett narmevirde till f(1.1) med hjilp av linjér approximation.
Avgor ocksa om narmevirdet ér storre eller mindre dn det exakta virdet. 6p)

3. Ett foremal som tas ut ur en brannugn har en temperatur pa 200°C. Nar foremalet place-
ras 1 ett rum med temperaturen 20°C svalnar det enligt Newtons avsvalningslag, dvs den
momentana temperturforandringen hos foremalet dr proportionell mot skillnaden mellan
foremalets och rummets temperatur.

e Formulera en differentialekvation som beskriver hur foremalet svalnar och 16s den.
e Foremalet kan ytbehandlas nir temperaturen har sjunkit till 40 °C. En kontrollmétning
visar att temperaturen dr 80°C efter en timme. Nér kan féremalet ytbehandlas?

(6 p)
DEL 2
4. (a) Berdkna en undersumma till integralen
! 4
/ dx
o (z+1)(x2+1)
genom att dela upp integrationsintervallet i tva lika stora delintervall.
(b) Berikna integralen i (a) exakt. 3+3p)
5. Undersok ekvationen 10
2° + ———— =119,
2 + cos?(x)
(a) Bestdm antalet 16sningar till ekvationen i intervallet [—1, 1].
(b) Bestdm antalet I6sningar till ekvationen i hela R.
2+4 p)

6. Antag att f dr definierad pa [—1, 1], att f(z) > 0, att andraderivatan till f dr kontinuerlig
och att f(0) = f/(0) = 0. Avgor om integralen

/1 " F(1)2) da

4r konvergent. 6p)
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DEL 1
1. Bestdm foljande griansvirden.
x? — Tz + 10 T + cos(3x)
lim ——— b) lim —————= 3+3
(a) T 24 (®) iohe 27 + sin(x) ( P)
2. Bestam foljande integraler.
?ln(a)d <
a b
@ [ ) da ©) [ (3+3p)
3. Lat den styckvis definierade funktionen f vara given av
r + 3, omx < 0,
fz) = L
(x —1)e™*, omuz > 0.
(a) Bestam for vilka x som f dr kontinuerlig. 2p)
(b) Bestam f” och eventuella kritiska punkter till f. 2p
(c) Avgor om f antar nagot storsta respektive minsta viarde och bestim dessa om de finns.
2p)

DEL 2

4. Avgor om den generaliserade integralen respektive serien dr konvergent eller divergent.

@ / —dx ) Zsm (1/n) 343 p)

5. Enkon bildas genom att omradet i planet som begrénsas av y-axeln, linjen 4 = z och linjen
y = 1 roteras kring y-axeln. Konens densitet varierar med hdjden y enligt funktionen
p(y) = 2 —y. Alla lingder ér i dm och densiteten anges i kg/dm?. Beriikna konens massa.

(6 p)
6. Lat funktionen F' vara definierad av
2x 1
Pa)= [ i
o (1+1¢?)
(a) Bestdm ett polynom P sidant att F(z) = P(z) + O (2%),dd z — 0. 2p)
(b) Visa att funktionen F ir inverterbar och bestim (F~1)" (0). 2 p)

(c) Visa att /" har en horisontell asymptot ndr x — oo . 2p)



