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DEL I

1. Pa denna uppgift skall svaren vara heltal.
a) (2p) Berékna inversen till 17 i Zsq.

7
1p) Berak )
b) (1p) Berékna (37173>
c) (1p) Berdkna S(6,2).

Losning: a) Vi vill 16sa 17z + 39y = 1. Vi anvinder Euklides algoritm:

39=2-17+5

17=3-5+42

b=2-2+4+1

och sa baklanges
1=5-2-2=5-2(17-3-5)=—-2-174+7-5=-2-1747(39—-2-17) =7-39—-16 - 17
Alltsa ar 17 - (—16) =39 1 och da ocksa 17-23 =39 1

Svar: Inversen &r 23.

7 7!
b =7.5-4=140.
) (3,1,3) 311131

¢) Antingen anvénder man rekursionen S(n,k) = S(n — 1,k — 1) + k- S(n — 1,k) flera ggr
tillsammans med S(n,1) = S( n) = 1. Vi far
S(3,2) =5(2,1)+25(2,2) =

S(4,2) =5(3,1)+25(3,2) =

S(5,2) = (41)+2S(,)—15

S5(6,2) = S(5,1) +25(5,2) =31

Eller sa resonerar man att S(6,2) réknar antalet sitt att dela upp 6 element i tva icke-
tomma block. Detta kan man rikna ut genom att forst viilja en delméngd (som inte far vara
tom eller hela méingden), det kan goras 26 — 2 = 62 siitt. Sedan dividera med tva eftersom
blocken inte &r numrerade.

Svar: S(6,2) = 31.
2. (4p) Los ekvationen cos(2z) = 3cosz — 2.
Losning: Skriver om mha formeln fér dubbla vinkeln:

2¢cos’r —1=3cosx —2< 2cos?x —3cosx+1=0.

Detta &r en andragradsekvation for cosx. Vi far 1osningar cosz = 1 och cosx = 1/2.
Vidare, cosx =1 < x = 27k, k € Z, och



cosx =1/2 & v =+7/342nk, k € Z.
Svar: Losningar ar x = 27k, k € Z, och x = +7/3 + 27k, k € Z.

3. Lat R vara relationen pa Z diar a R b om a — b &r ett ickenegativt jamnt tal.

a) (3p) Visa att R dr en partialordning pa Z.
b) (1p) Rita Hassediagrammet for relationen R begrénsat till méngden
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

Losning: a)

Reflexiv: Ja, ty a R a eftersom a — a = 0 som &r ett icke-negativt jamnt heltal.
Antisymmetrisk: Ja, ty a R b medfor a — b > 0 och b R a medfor b — a > 0. Alltsa maste
a=b.

Transitiv: Ja, ty om a R b och b R ¢sa ar b—c = 2s och a — b = 2r for nagra r, s € N vilket
geratta—c=a—b+b—c=2(r+s) och eftersom r +s € Nsa éra R c.

b)

54 53
36 o
l8 7
510 o

DEL II

4. (4p) Pa hur manga sétt kan man fordela 16 kanelbullar (identiska) och 16 chokladmuffins
(identiska) till 5 flickor (sérskiljbara) och 5 pojkar (sérskiljbara) om varje flicka maste fa
minst en kanelbulle och varje pojke minst en muffins? (Svaret skall skrivas som potenser,
fakulteter, produkter, summor, skillnader och/eller kvoter mellan hela tal.)

Losning: Forst ger vi en bulle till varje pojke och en muffins till varje flicka. Vi kan sen
fordela de 11 bullar som &r kvar hur vi vill till de 10 personerna. Det &r oordnat val med
repetition tillaten, bullarna ”viéljer” vilken person de skall hamna hos. Antalet ar (10+11_1)
(tank att 9 skiljeviggar skall placeras ut tillsammans med de 11 bullarna). Antalet sétt att
fordela de 11 muffinsen &r lika manga. Da vi inte far anvianda binomialkoefficienten i svaret
sa skriver vi om med (Z) = o

kl(n—k)!
. 20! \2
Svar: (9!11!)

5. (4p) Talfoljden {a,},>0 definieras genom rekursionen
Up4+1 = 4a/n + 5an717

dar ag = 1 och a; = 17.
Visa att a, = 3-5" — 2 (—1)" for alla n > 0.



Losning: Vi anvénder induktion over n.
Bassteg: For n = 0 ger formeln 3-5°—2-(—1)% = 1, och fér n = 1 ger formeln 3-5'—2-(—1)! =
17, vilket stammer med startvéardena.
Induktionssteg: Antag att formeln a,, = 3-5" — 2 (—1)" stammer for n < k, for nagot fixt
k> 1.

Vi far att

ag+1 = 4ay + bag_1 = [induktionsantagandet]
=4(3-5" =2 (=1)") +5(3-5" 1 —2. (=1)F 1
= (4-3+3)5" + (-8 +10)(—1)*
=15-5" +2(—1)*
= 3.5k g(—1)kH

Sa formeln stdmmer da ocksa for k£ + 1 och enligt induktionsprincipen stdmmer den for alla
n > 0. ]

6. (4p) Summan av de tva forsta termerna i en geometrisk talfoljd ar 10, och summan av de
tre forsta termerna &r 19. Bestdm talféljden (eller talfoljderna om det kan finnas flera).

Losning: Lat a beteckna forsta termen i talféljden, och k beteckna kvoten. De tva talen
tilsammans definierar talféljden, och det &r dem vi ska bestdmma.
Vi vet att a + ak = 10, och a + ak + ak® = 19. Sitter detta i ett system:

a+ ak =10 a(k+1) =10
~
a+ ak + ak?* =19 ak? = 9.

Detta ger: a = 9/k* (ok ty k # 0) och £t = 20 < 10k* = 9(k + 1) < 10k? — 9k — 9 = 0.

Denna andragradsekvation har 16sningarna k = 3/2 och k = —3/5.
For k = 3/2 blir a = 9/k* = 4. Foljden blir: 4, 6, 9,. ..
For k = —3/5 blir a = 9/k? = 25. Foljden blir: 25, —15, 9,...
Bada é&r alltsa losningar.

Svar: Tva foljder: k = 3/2, a = 4, samt k = —3/5, a = 25.

DEL III

7. (4p) Los ekvationen (sin(arctanz)) 2 — (tan(arcsinz)) 2 = 4z.

Losning: Forst forenklar vi vinsterledet. Lat arctanz = o Datana =z, —7/2 < oo < 7/2.
Antag forst att a € (0, 7/2). Da har vix = tan o > 0. Rita en rét triangel med en av vinklarna
a and tan o = x (t.ex. med kateterna = och 1). Hypotenusen ar da +/1 + x2. Fran denna ser

vi att sin(arctan z) = sin(a) = .




Antag nu att < 0. Da dr (—z) > 0, och formeln ovan géller for (—z). Vi anvénder att
bade sin(x) och arctan(z) dr udda funktioner.
(—2) =
Vit2? VI+a?
alltsa galler formeln for = < 0 ocksa. Vi maste bertakta x = 0 separat. Fér = 0 har vi

division med 0 i den ursprungliga ekvationen, sa det &r ingen rot.
Pa liknande sitt (jag hoppar har 6ver detaljerna) far man att (tan(arcsinz)) = T for

x # 0.

. . . . 2 2
Sitter in i ckvationen: 2= — == = 4g.

22
Svar: ©=1/2.

sin(arctan(x)) = sin(—(arctan(—z))) = — sin(arctan(—z))) =

8. (4p) De sju syskonen kanin skall dela pa ett antal morstter.

Da rotsakerna fordelats pa sju lika hogar &r 3 stycken 6ver. Dem é&ter storasyster kanin upp
och somnar sedan.

Sex vakna kaniner delar rotterna fran de sju hégarna i sex lika hogar. Storebror dter upp de
3 som nu blev 6ver — och somnar.

Fem vakna kaniner delar de sex hogarna i fem lika hogar, det blir 2 6ver.

Hur manga var det fran borjan, om det var farre &n 300 stycken?

Losning: Lat antalet morttter vara x.

Vid delning pa 7 lika hogar blev 3 6ver, sa z =7 3.

Da alla utom de 3 delas pa 6 lika hogar blir ater 3 6ver, sa x — 3 =¢ 3, dvs x =¢ 6 =4 0.

Da alla utom de totalt 6 uppétna delas pa 5 lika hogar blir 2 6ver, sa = — 6 =5 2, dvs
T =58 =53.

Eftersom 5,6,7 ar relativt prima och 5 -6 -7 = 210, bestdmmer dessa villkor x entydigt
modulo 210 enligt Kinesiska restsatsen.

13-74+(=3)-30=1,s8a —90 =5 0,= 0,=7 1 och

17-5+(—2)-42 =1, s4 —84 =5 1, =4 0, = 0.

(Fas med prévning eller med Euklides algoritm.) Eftersom x =¢ 0 sa behover vi inte rikna
ut M, (med beteckning som i extramaterialet om Kinesiska restsatsen).

Saledes &r x =919 3 - (—90) + 3 - (—84) = —522 =5, 108.

Det enda positiva x < 300 som uppfyller detta &r 108.

Svar: Det fanns 108 morotter.

9. (4p) Avgor om funktionen f(z) = e*V¥T! 4 ev®+l — 1 definierad pa > —1 ér inverterbar
(det vill séga att det finns en invers definierad pa vardeméngden for f). Om sa ér fallet,
bestdm dess invers.

Losning:  Ja, funktionen &r inverterbar. Ett sétt att se det ar att observera att funk-
tionen g(x) = /& + 1 &r strdngt vixande (pa x > —1), exponentialfunktionen &r strangt
viaxande; komposition och summa av strangt vixande funktioner &r stréingt vixande, alltsa
ar funktionen f(z) strangt vixande, och dérfor inverterbar.

Observera att da f &r vixande sa dr ldgsta mojliga virde for f(x) ar f(—1) = 1 sa
virdeméngden &r [1,00]. Dérfor skall f~!(z) vara definierad for x > 1. For att hitta invers



lat y = f(x). Om vi betecknar z := eV**! (observera att z > 0), far vi ekvationen for att
uttrycka z i termer av y:

1
Prz—1l=y & P+z—(14+y)=0 ©z=—5+V5/4+y)

Vi behdéver z > 0 och det &r bara z = —% + /b/4 4y som &r positiv. Vi loser ut z ur
2z =evVetl

\/$+1:1n(—%+ 5/4+y)(:)x:—1—|—(ln(—%+ 5/4+y))>.

Eftersom f~!(z) skall vara definierad fér z > 1 och In(—3 + /5/44+2) > 0da z > 1 sa
géller ekvivalensen i sista steget ovan.

Svar: f~Hz) = -1+ (In(—3 + /5/4 + x))2
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DEL I

1. a) (2p) Berikna principalresten da 7215 divideras med 5.

b) (2p) Skriv 2015 i bas 3. (Talet 2015 antas hér vara skrivet i bas tio.)

Lésning: a) Forst noterar vi att 7 =5 2 och 2* = 16 =5 1. (Det senare hittar man genom att
prova nagra vérden for nagra 2-potenser) Sedan noterar vi att 2015 = 503-4+ 3. Tillsammans
ger detta

72015 = 22015 — 2503-4+3 = 1503 X 23 — 8 = 3
Svar: Resten blir 3.

b) Vi utfor succesiva divisioner med basen 3:
2015 =671-3+2
671 =223-3+2
223 =T4-3+1
7T4=24-342
24=8-3+0
8=2-3+2
2=0-3+2
Siffrorna i talbas 3 blir principalresterna vid dessa divisioner i omvénd ordning.
Svar: (2015)19 = (2202122)5.

2. (4p) Los ekvationen lng +1In(x — 3) = In(x — 2).
Losning: De tre logaritmerna i ekvationen ar definierade for x > 0,z > 3 och x > 2. Alltsa
ar ekvationen definierad for x > 3. Vi far
lng +In(x —3) =In(z — 2)

N 1n(§ (z—3)) =In(z - 2)
x
2
& P —br+4=0.

= (z—=3)=x—-2

Den andragradaren har 16sningar = 1 och x = 4. Var ursprungsekvation &r inte definierad
for x = 1 sa det &r en falsk rot. Vi stoppar in x = 4 och ser att det &r en korrekt 16sning.
Svar: xr =4



3. a) (2p) Ar (AUB)NC*= (BN (AUC))\ (BNC) sann for alla méngder A, B, C?
b) (1p) Vad betyder det att en relation R pa en méngd A &r antisymmetrisk?
¢) (1p) Vad betyder det att en funktion f: X — Y &r surjektiv?

Losning: a) Ett element z som ligger i AN B¢ N C° ligger i bade (AU B) och i C° sa det
tillhor snittet i vansterledet.

Men z ¢ Bsaxz ¢ BN(AUC) och z tillhédr da inte méangden i hogerledet. Man kan alternativt
gora ett resonemang med Venndiagram for att visa att de inte &r lika.

Svar: Nej, den &r inte sann.

b) Relationen R pa en méngd A &r antisymmetrisk om for alla a,b € A,
a R boch bR amedfor att a = b.

¢) Funktionen f : X — Y &r surjektiv om det for alla y € Y finns € X sa att f(z) = v.

DEL II

4. (4p) Talfoljden {a,},>o definieras genom rekursionen
Ap4+1 = Qp + 6an—17

dar ag = 3 och a; = 4.
Visa att a,, = 2-3" + (—2)" for alla n > 0.

Losning: Vi anvédnder induktion over n.
Bassteg: For n = 0 ger formeln 2-3°+ (—2)° = 3, och fér n = 1 ger formeln 2-3' 4 (—2)' = 4,
vilket stdmmer med startvirdena.
Induktionssteg: Antag att formeln a, = 2 - 3" + (—2)" stammer for alla n,0 < n < k, for
nagot fixt k£ > 1.

Vi far att

ag+1 = ap + 6ag_1 = [induktionsantagandet]
=234 (=2)" +6(2-31 + (=2)" )
= (2+4)3F + (1 - 3)(-2)
—9. 3k:+1 + (_2)k+1

Formeln ar alltsa korrekt ocksa for £+ 1 och enligt induktionsprincipen stammer den for alla
n > 0. Ol

5. (4p) En klass med 5 pojkar och 5 flickor skall utse en kommitté (storleken pa kommittén
ar inte bestdmd) och gor det med likformig sannolikhet 6ver alla méjliga val. (Det &r samma
som att singla slant fér varje person separat om hen skall ingd i kommittén eller inte.) Vad &r
sannolikheten att kommittén far minst 3 pojkar och hogst 1 flicka.

Losning: Alla méjliga utfall 4r alla val av delméngder av de 10 personerna, dvs 2!°. De
utfall som ger en kommitté med minst tre pojkar bland pojkarna ar enligt additionsprincipen

utfallen med 3, 4 eller 5 pojkar dvs (g) + (i) + (g) Antalet utfall bland flickorna med hogst en



flicka &r pa samma sétt summan av fallen med ingen eller en flicka: (8) + (?) Dessa héandelser

ar oberoende av varandra och enligt multiplikationsprincipen blir alla utfall med bade minst
tre pojkar och hogst en flicka ((g) + (Z) + (g)) ((8) + (‘;’)) =16 - 6.
Den likformiga sannolikheten ar da
16-6 3

210 32
3
32°

Svar: Den sokta sannolikheten ar
6. Lat m(z) = 22° + 42® — 2z + 12 och n(z) = 2* + 32% + 3z + 9.

a) (2p
b) (2p

Bestam sgd(m(z),n(x)), storsta gemensamma delaren till m(z) och n(z).
Bestéam for vilka véirden pa x som m(z) < n(x).

~— —

Losning: a) Vi anvdnder Euklides algoritm
22° +42° — 20 +12=2- (2° + 32% + 3z + 9) + (—-22* — 82 — 6)

1
x3+3x2+3x+9:(—£+—)(—2x2—8x—6)+4x+12

2" 2
1
—222 — 81— 6 = (—g —5)(dr +12)

Storsta gemensamm delaren fas av den sista icke-forsvinnande resten justerad sa att den
ledande termen har koefficient 1. Hér blir det (42 + 12)/4 = = + 3.

Svar: sgd(m(x),n(z)) =z +3
b) Forst faktoriserar vi bada polynomen m(z) = 2% + 42% — 22+ 12 = (x + 3)(22% — 22+ 4)
och n(z) = 23 + 32> + 3z + 9 = (x + 3)(2® + 3). Vi far
(z+3)(22° — 22 +4) < (v +3)(2* + 3)
& (z+3)22* —2r+4—-2"-3) <0
& (r+3)(2*—-22+1)<0
& (24+3)(z-1)%*<0

Da (z — 1)? alltid &r icke-negativt sa maste (z + 3) vara negativt och (x — 1)? positivt for
att olikheten skall vara sann. Detta hénder precis da x < —3.
Svar:  m(z) < n(z) om och endast om x < —3.

DEL III

7. (4p) Skriv cos(2arcsin x) som ett polynom i x. For vilka x géller ditt uttryck?

Lésning: Formeln for dubbla vinkeln ger cos(2 arcsinz) = 1 — 2(sin(arcsinz))? = 1 — 222
Funktionen arcsinz &r definierat for —1 < z < 1 och identiteten sin(arcsinx) = x &r sann i
hela intervallet.



Svar: 1 — 222 och det giller for —1 <z < 1.

8. (4p) Professor Kalkyl skall gora en lappskrivning med 5 uppgifter. Uppgift nummer ¢ skall
ge p; € Z poang. Summan av poangen skall vara 14 och varje uppgift skall ge minst 1 podng
och hogst 4 podng. Pa hur manga sétt kan hon fordela podngen pa uppgifterna?

Losning: Uppgiften &r ekvivalent med att bestimma antalet heltalslosningar till
p1+pet+p3s+ps+ps =14 med 1 <p; <4forallai. Lat r; = p; — 1 for 1 < ¢ < 5. Problemet
omformuleras nu till att rdkna antalet heltalslosningar till
ri+re+rs+rs+7r5 =9 med 0 < r; < 3. Utan den 6vre gransen hade det varit oordnat val
med repetition (val av r; 9 ggr), (9;311)‘ Nu anvénder vi inklusion-exklusion. Lat A; vara
méngden av losningar till 71 +ry +r3+ 74+ 75 = 9 med 0 < r; for alla ¢ och 4 < r;. Lat
s; = 1; +4 och byt ut r; mot s; i ekvationen. Da far vi ater oordnat val med repetition
tilliten och |4;] = (*1°7") = (7).
Pa samma sitt far man att |A; N Ay = (“gil) =5 for alla 1 < 57 < k < 5. Snittet av 3
eller flera av méngderna &r tomt, ty da ar véansterledet minst 12.
Inklusion-exklusion ger nu att antalet heltalslosningar till ekvationen med alla r; < 3 blir
() = G () + () () = 715 630+ 50 — 135,

Svar: Hon kan gora pa 135 sétt.

9. (4p) Anvind binomialsatsen for att visa att, for n > 0, géller
n 2n
n\ Ko 2n\ 4
Z(k)x @raf=3 (k)x |
k=0 k=0

Losning:

<Z) 2¥(2 4 2)* (Z) (22 + 2*)* = [binomialsatsen)

=0

o
[e=]

k=
(14 2z + 2%)" = (1 + 2)*" = [binomialsatsen)

2n m i
I xT.
k=

=]
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DEL 1

1. (4p) Finn alla z € Z sadana att 77x = 3 (mod 258).

Losning: Vi anvédnder Euklides algoritm.
268 =377+ 27
T7T=2-27423
27=1-234+4
23=5-4+43
4=1-3+4+1
3=3-1

Sa sgd(258,77) = 1 och Euklides algoritm baklinges ger
1=4—-3=4—(23—-5-4)=-234+6-4=
=-23+6(27—-1-23)=6-27—-7-23 =
—6-27—T7-(T7T—2-27) = —7-T7T+20-27 =
=—7-7T74+20-(258 —=3-77) =20-258 — 67 - 77.

Alltsa &r 60 - 2568 — 201 - 77 = 3 och —201 = 57 (mod 258) ar losningar. Eftersom
sgd(258,77) = 1 sa ges alla l6sningar av x = 57 + 258k, for k € Z.
Svar: x = 57+ 258k, for k € Z.

2. (4p) Lat p(z) = 223 + 5z% — 28z — 15. Minst ett av talen —3, -2, —1,1,2, 3 &r en rot till
p(z). For vilka varden pa x géller p(x) > 07

Lésning: p(3) = 0 sa vi kan faktorisera p(z) = (x — 3)(22% + 112 + 5), och det kvadratiska
polynomet faktoriserar vi och far p(x) = (z—3)(2x+1)(x+5). Vi gor en teckenanalys och far
att p(xz) > 0 om och endast om ingen av faktorerna &r noll och exakt en eller tre &r positiva,
dvs p(z) >0 om —5 <z < —1/2 eller 3 < z.

Svar: p(zr) >0da -5 <z <—1/2eller3 <z

3. (4p) Foljande 4 pastaenden &ér antingen sanna eller falska. Svara SANT eller FALSKT
eller inte alls pa varje deluppgift. Rétt svar pa en deluppgift ger 1 poéng, fel svar -1 podng
och inget svar 0 podng. Du behover inte motivera dina svar pa denna uppgift.

a) For alla k,n > 1 giller n®% = glnn,

b) Om f(x) = 32? + 1 #r definierad pa R, sa tillhor 2 definitionsméngden for f~1.

c) For alla —1/2 <z < 1/2 géller arcsin(sin(x)) = x.

d) Antalet sétt att lagga 7 olika bollar i 4 identiska lador &r S(7,4).

Svar: a) Sant (ta logaritmen pa bada sidor), b) Sant, c¢) Sant, d) Falskt (Stirlingtalen

riknar placeringar sadana att varje lada har minsta en boll).




DEL II

4. (4p) Antag att cosaw = —3/4 och —7m < o < 0. Berdkna exakt virde av
cot a + sin av.

Glom inte att forenkla sa langt som mojligt.

Losning: Dacosa < 0samaste —m < a < —m/2 och foljdaktligen ér sinaw = —/1 — (=3/4)% =

—/7/16 = —\/7/4 och cot o = \/37/%— 2. Vi far

3 12 -7 5
cota+sina = — —/7/4 = = .
V7 / 4INT O ANT

5. (4p) 42 (identiska) kakor skall fordelas bland 9 (sirskiljbara) barn. Pa hur manga sétt kan det
ske om minst ett barn skall fa ett udda antal kakor?
Svaret far innehalla heltal, fakulteter, potenser och de fyra riknesétten.

Losning: Alla sitt att fordela 42 kakor till 9 barn &r (val med upprepning tillaten, vi véljer
ett barn 42 ggr) (42+9 1) Fran detta skall vi dra bort de fall da inget barn far udda antal
kakor, dvs alla barn far jamnt antal kakor. Detta kan vi 16sa genom att ldgga kakorna i par
och sedan fordeka de 21 paren med kakor till de 9 barnen dvs (21+9 1) Vi far

50\ (29) _ 500 29!
42 21/ 42181 2118!"
50! 29!

Svar: Antalet sitt dr ;55 — 535

6. (4p) Bestdm z sa att

2
3 1515 - (1 +5)*-42. 33
(§+;3> - 1010 . 55 '

Losning: H(’jgerledet férkortas léitt gil] 19204257 5%

1010.55 - 22 .
Da bada sidor i 2 + > i 3" = 2= dr positiva dr det ett ekvivalent problem. Nu anvénder
vi formeln for geometnsk summa Zi:(] = 32;_11 L och far 32 S+ 3? 11 Ll 1= 311 . Enkla

berdkningar ger att den enda losningen ar x = 10.
Svar: x = 10 ar enda l16sningen.

DEL III

7. (4p) Bestdm hogstagradstermen i (2! — 4z)° — (23 — 3)12.



Losning: Nedan later jag punkterna - - - beteckna temer med ldgre grad &n 30.

(1’4 o 41,)9 o (1’3 o 3)12 —

T R RIS AT (L PR P,

36 - 162> — 66 - 9274 -+ - = —182% + - - -

Svar: Hogstagradstermen dr —1823°.

8. (4p) Pa en kurs gor de 5 studenterna dels en lappskrivning och dels en inlamningsuppgift
som skall rdttas. Lararen delar helt slumpmaéssigt (likformigt) ut bade lappskrivningarna och
inldmingsuppgifterna till eleverna for riattning, sa att varje student far en lappskrivning och
en inldmningsuppgift att ratta. Vad &r sannolikheten att ingen student rattar nagot av sina
egna alster (dvs varken lappskrivning eller inlamningsuppgift)?

Losning: Vi tédnker forst pa lappskrivningarna. Det finns totalt 5! = 120 sétt att dela ut
dem. Antalet sitt diar minst ¢ studenter far sin egen lappskrivning ar (f) ~(b—i) = ‘Z’—,' sétt.
Inklusion-exklusion ger nu att antalet séitt sa att ingen far sin egen lappskrivning blir

5! 5! 5 5! 5l
| . . [
Cruty Tyt
Sannolikheten att ingen far sin egen lappskrivning blir 44/120 = 11/30. Pa samma sétt blir
sannolikheten att ingen far sin egen inlamningsuppgift 11/30. Att ingen far sin egen lapp-
skrivning och att ingen far sin egen inlamningsuppgift att rdtta dr tva oberoende héndelser
sa multiplikationsprincipen ger (11/30)2.

Svar: Sannolikheten &r (11/30)2.

9. (4p) Lat funktionen f(n) : Z, — Z vara definierad pa de positiva heltalen genom rekur-
sionen

fln) =4f(n—1)=2f(n—2),n =3,
och startvirden f(1) =1, f(2) = 2. Visa att f ar injektiv.

Losning: Om vi kan visa att f ar strikt vixande sa foljer att den ar injektiv. Vi gor ett
induktionsbevis 6ver n > 2 av pastaendet

P(n): f(n) >0och f(n)— f(n—1)>0

Basfall: n =2, f(2) =2 > 0och f(2)— f(1) =1>0 ok

Induktssteg: Antag att P(n — 1) &r sann.

Vihar att f(n) =4f(n—1)—2f(n—2)=2f(n—1)+2(f(n—1) — f(n—2)) > 0+ 0 enligt

induktionsantagandet.

Vi har ocksa att f(n) — f(n —1) = f(n — 1)+ 2(f(n — 1) — f(n —2)) > 0+ 0 enligt

induktionsantagandet. Alltsa foljer att pastandet ar sant for n givet att det ar sant for n — 1.
Enligt induktionsprincipen sa ér pastaendet sant for alla n > 2. Speciellt &r f(n) — f(n —

1) > 0, dvs f ar strikt vixande vilket medfor att f ar injektiv.
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DEL I

1. (4p) Bestam alla heltal z, y sadana att 69z + 51y = 12.

Losning: Vi anvédnder Euklides algoritm.

69 =1-51+18
51 =2-18 415
18=1-15+3
15=5-3

Sa sgd(69,51) = 3 och Euklides algoritm baklédnges ger
3=(18—15) =18 — (51 —2-18) =
= 1.51+3-18=—1-51+3(69 — 51) =
=3-69—4-51.

Vi far 12 = 12 - 69 — 16 - 51 och en lésning &ar alltsa x = 12,y = —16. Vi berdknar
mgm(69,51) = 69-51/3 = 3-23-17. Den allménna 16sningen till den diofantiska ekvationen
far vi genom att forlinga med mgm(69, 51)k—mgm(69, 51)k och bryta ut motsvarande termer.

Vi far for varje heltal k, 12 = 12 - 69 — 16 - 51 + mgm(69, 51)k — mgm(69, 51)k = (12 +
17k)69 + (—16 — 23k)51. Enligt sats i boken (se 6évning 3.18) dr detta samtliga losningar till
ekvationen.

Svar: Losningarna &r x = 12+ 17k, y = —16 — 23k, for k € Z.

2. (4p) Los okliheten |z —4 |<4 - |z +5].

Losning: Vi delar in i fall beroende pa om det som star innanfér absoluttecknen &r positivt
eller negativt.
FallI: >4

Olikheten blir da x — 4 < 4(x + 5), vilket efter korta rikningar &r samma som z > —8,
vilket uppfylls av alla x i intervallet.

Fall II: 4 > 2 > -5
Olikheten blir da —(x—4) < 4(x+5), vilket efter korta rékningar dr samma som x > —16/5.
Detta ger att olikheten dr sann endast for 4 > x > —16/5 i intervallet.

Fall ITII: 5>z
Olikheten blir da —(z—4) < —4(x+5), vilket efter korta rdkningar dr samma som x < —8.

Svar: Olikheten ar sann for x < —8 och for x > —16/5.



3. Pa denna uppgift krivs bara svar (ingen motivering).

a) (1p) Vad ér log,(6) + logy(3)?
1

b) (1p) Skriv upp rekursionen for Stirlingtal av andra slaget S(m,n).
Sm+1,n)=Smn—1)+n-S(m,n) form>n>1

¢) (1p) Vad betyder det att en relation R pa en méngd A ar transitiv?
Va,b,c € A giller aRb,bRc — aRc.

d) (1p) Vad betyder det att en funktion f: X — Y &r injektiv?
Va,be€ X, f(a) = f(b) = a=10

DEL II

4. (4p) Talfoljden {a,},>0 definieras genom rekursionen
Qpy1 = Tay, — 10a,_1,

dar ag = 4 och a; = 17.

Visa att a,, = 3 - 5" + 2™ {or alla n > 0.

Lo6sning: Vi gor ett induktionsbevis over n.

Bassteg: For n = 0 har vi ag = 4 och 3-5° +2° = 4 samt a; = 17 och 3 -5 + 2! = 17.
Pastaendet ér sant for n = 0, 1.
Induktionssteg: Antag for ett spcifikt £ > 1 att pastaendet ar sant for alla varden pa n,
0 <n<k. Viskall visa det for n = k£ + 1.

Vi far ap,, = Tap—10a,_; = [Induktionsantagandet] = 7(3-58+2%)—10(3-5k"1+2k1) =
=(7-3-5—10-3)5" 1+ (7-2—10)2k1 =75.5"1 4 4.2k"1 = 3. 5FF1 4 2h+1

Enligt induktionsaxiomet &r pastaendet sant for alla heltal n > 0.

5. (4p) For vilka reella tal ¢ giller att ekvationen x? + ¢ -z — 2¢® = 0 har z = 1 som en rot?
Rékna ut den andra roten for varje mojligt vérde pa c.

Losning: For att = 1 skall vara en 16sning sa maste 12+ c¢- 1 — 2¢? = 0. Vi skriver om till

det ekvivalenta uttrycket ¢ — %c — % = (0 som har 16sningarna ¢ = —% och ¢ =1.
Forc=—4farvi0 =2 — 3o — 5 = (z — 1)(z + 3).

Forc=1farvi0=2a2?+2—2=(z —1)(z +2).

Svar: Det finns tva mojliga fall da x = 1 ar en rot. Antingen ¢ = —% da &r den andra roten

xr = —%, eller c = 1 da den andra roten ar x = —2.
6. (4p) Hur manga 5-bokstavsord kan man skriva med bokstaverna A A A B C C C C?

Losning: Vi delar in i fall efter om bokstaven B anvénds eller inte. Om B anvénds sa finns
det (i’) sétt att placera B. Pa de 6vriga fyra positionerna skall det sta ett ord fran bokstéaverna
A A ACCCC. Det kan vara med 0,1,2 eller 3 A, sa det finns (g) + (11) + (;1) + (g) att
placera ut An. Totalt 5(1 +4 + 6 +4) = 75 ord.

Om B inte anvénds kan det vara 1,2 eller 3 An med. Dessa kan placeras ut pa (i’) + (g) + (§) =
25 sétt.

De bada fallen ar disjunkta och técker alla mojligheter. Tillsammans 75 4+ 25 = 100 ord.

Svar: 100 ord.



DEL III

7. (4p) Ge ett exakt uttryck (utan trigonometriska funktioner) for

1
cos | 2arctan — | .
( V2 )

Losning: Lat oss kalla o = arctan \/Li’ da dr 0 < a < /2 sa vi kan rita en figur med

en ritvinklig triangel dir kateten nirmast o har lingd v/2 och den andra kateten lingd 1.
Hypotenusan har da lingd v/3 och definitionen av cosinus ger att cosa = % Formeln for
dubbla vinkeln ger

cos <2 arctan %) = 2 cos? (arctan %) —1=2-(¥)2-1=

1
2 2 V3 3

Svar: %
8. (4p) Lat a, vara antalet ord av lingd n som kan skrivas fran alfabetet {A, B,C} dar

upprepning ar tillaten, men bokstaven B far aldrig komma direkt till hoger om bokstaven A.
Exempelvis dr a; = 3 och ay; = 8. Bestam tal r, s € Z sa att, for n > 2,

Apt1 =T QAp + S+ Ap_1.

Losning: Om vi tinker att vi har ett godkédnt ord w av langd n (finns a,, mojligheter) och
lagger till en av de tre bokstdverna efter sa far vi ett ord av lingd n + 1. Detta ord kan dock
bryta mot regeln att AB inte far forekomma ifall w slutar pa A och vi har lagt till ett B.
Dessa otillatna fall motsvarar att vi har ett godként ord for de forsta n — 1 bokstdverna och
sedan har lagt till AB pa slutet. Dessa otillatna fall ar alltsa a,,_; till antalet. Vi far darfor
rekursionen

Apy1 = 3- Ap — Qp—1,
dvsr=3,5s = —1.

9. (4p) Visa att for varje irrationellt tal © € R och varje positivt heltal n, sa finns det ett

P
x__

1
< —. (Tips: anvind postfacksprincipen)
q

rationellt tal E, med 1 < ¢ < n sadant att
q nq

1
Lésning: Multiplicera olikheten med g sa far vi |gxr — p| < —. For varje heltal j,1 < j < n+1
n

skriver vi nu jr = h; + d; dér h; ar heltalsdelen av jz och 0 < d; < 1 &r decimaldelen.
Notera att eftersom x &r irrationellt sa &r dven jz och allsta &ven d; det. Vi tédnker nu
pa di,...,d,+1 som "breven” och intervallen (0,1/n),(1/n,2/n),(2/n,3/n),...,(1 —1/n,1)
som "postfacken”. Det maste enligt postfacksprincipen da finnas minst tva tal ¢ < j sa att
d; och d; ligger i samma intervall, vilket medfér att —1/n < d; —d; < 1/n. Vi far da,
(j—i)x=hj—h;+(d; —d;). Vikannuta ¢ =j—iochp=~h; —h;. Daédr0<q<noch
qr — p = d; — d; sa olikheten dr uppfylld. Pastaendet &r ddrmed bevisat.
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DEL I

1. Pa dessa uppgifter skall svaret vara ett heltal.
a) (2p) Berdkna inversen till 19 i Zgs.

8
1p) Berdk .
b) (1p) Berékna (3’2’3)

¢) (1p) Hur manga ord av lingd 3 kan man skriva med bokstdverna A B C D E F G?
(Varje bokstav far bara anvindas en gang.)
7-6-5=210

Loésning: a) Vi vill hitta ett tal x sa att 192 =43 1, dvs 19z + 43y = 1 for nagot heltal y.
Vi anvéander Euklides algoritm.

43=2-19+5

19=3-5+14

b=1-4+1

4=4-1

Sa sgd(43,19) = 1, vilket innebér att det finns en invers och Euklides algoritm baklénges ger
1=5—-4)=5-(19-3-5) =

=—1-1944-5=-1-19+4(43—-2-19) =

=4-43-9-19.

Vi far att inversen till 19 ar —9 =43 34.
Svar: 34

b) s = 254 = 560.
Svar: 560

c) Det finns 7 mojliga val for forsta positionen och oavsett vilken bokstav vi valt till
forsta positionen sa finns det 6 mojliga val till andra positionen och oavsett vilka vi valt pa
de forsta tva positionerna finns det 5 val pa tredje positionen. Multiplikationsprincipen ger
7-6-5=210.

Svar: 210

2. (4p) For vilka x € R géller olikheten
In(zx —2) +In(x +3) <lnz 7

Losning: Forst noterar vi att olikheten &dr definerad bara for z > 2. Sen anvinder vi en
logaritmlag och skriver om till det ekvivalenta

In(z* + 2 —6) <Ilnz



Eftersom In dr en strikt vixande funktion édr det ekvivalen med att 22 + x — 6 < x. Detta
l6ser man sedan enkelt till 2% < 6, dvs —v/6 < z < /6. Tillsammans med villkoret ovan far
viz<aor< \/6

Svar: Olikheten &r sann for 2 < = < /6.

3. Pa denna uppgift krdvs bara svar (ingen motivering).

a) (1p) Vad menas med att p € Z ar ett primtal?
Att p > 2 och saknar positiva heltalsdelare forutom 1 och p sjélv.

b) (1p) Formulera binomialsatsen.
For heltal n > 0 giller (z 4+ y)" = > (")wz n—i.

i=0 i
c¢) (1p) Vad betyder det att en relation R pa en méngd A &r reflexiv?
Va € A giller aRa.

d) (1p) Hur manga losningar « finns det till ekvationen = = arcsin 0,37
1

DEL II
4. Bestam det minsta positiva = € Z sa att

x=1 (mod5)
r=3 (mod7)
x=5 (mod 11)

Losning: Med beteckningar som i extrahéftet om Kinesiska restsatsen far vi My = 77, My =
55, M3 = 35. Sen loser vi b;M; = 1 (mod m;) och far by = 3,by = 6,b3 = 6. Virdena é&r sa
sma att man kan se de losningarna direkt eller testa sig fram till dem. Sen sétter vi

xr=1-3-TT+3-6-554+5-6-35=2271.

Enligt Kinesiska restsatsen &dr detta den unika losningen modulo 5-7-11 = 385. Vi berdknar
slutligen 2271 = 346 (mod 385) vilket blir den ldgsta positiva losningen.

Svar: 346

5. (4p) Fem pojkar och fem flickor skall delas in i tre grupper sa att det &r minst en flicka
och minst en pojke i varje grupp. Hur manga sétt finns det att gora det? For full poiang skall
svaret ges som ett heltal.

Losning: Forst delar vi in de fem flickorna i tre icke-tomma grupper. Det kan goras pa
S(5,3) sétt, dar S() &r Stirlingtalet av andra slaget. Aven pojkarna kan delas in i tre icke-
tomma grupper pa S(5,3) sitt. Sen skall vi para ihop de tre pojkgrupperna med de tre
flickgrupperna, vilket kan goras pa 3! sdatt. Multiplikationsprincipen ger att totala antalet
mojliga gruppindelningen &r
S(5,3)3!.

S(5,3) rdknas lattast ut rekursivt med rekursionen for Stirlingtal. S(5,3) = S(4,2) +

35(4,3) = S(3,1) +25(3,2) + 3(5(3,2) +35(3,3)) =1+ 5-34+9 -1 =25. Dar vi anvinde



att S(n,1) = S(n,n) = 1 och att S(3,2) = 3 vilket ses genom att prova de fa fallen eller
anvanda rekursionen en gang till.
Vi far darfor att
S(5,3)%3! = 25 - 6 = 3750
Svar: Gruppindelningen kan goras pa 3750 sitt med de givna forutsattningarna.
6. Lat m(z) = 223 — 62% + 22 + 4 och n(z) = 2° — 42? + 62 — 4.
a) (2p) Anvénd Euklides algoritm for att bestdmma sgd(m(x),n(x)), storsta gemensam-

ma delaren till m(x) och n(z).
b) (2p) Bestam for vilka virden pa x som m(x) < n(z).

Lo6sning: a) Vi anvéander Euklides algoritm

20% — 62 + 20 +4 =2 (2% — 42* + 62 — 4) + 227 — 10z + 12

1
a:3—4x2+6x—4:(g+§)(2$2—1()x+12)+5$—10

2
2% — 102 + 12 = (gzz: - g)(5x —10)

Storsta gemensamm delaren fas av den sista icke-forsvinnande resten justerad sa att den
ledande termen har koefficient 1. Hér blir det (52 — 10)/5 =z — 2.
Svar:  sgd(m(x),n(z)) =z —2
b) Forst faktoriserar vi bada polynomen m(z) = 223 — 62% + 2z + 4 = (x — 2)(22? — 22 — 2)
och n(z) = % —42? + 6z — 4 = (v — 2)(2* — 22 + 2). Vi far

(x —2)(22° =22 —2) < (v — 2)(2* — 27+ 2)

& (2-2)(22* 20 —2—24+22-2) <0
& (r-2)(z*-4)<0

& (r—-2)(x—2)(x+2)<0

& (r—-27%(x+2)<0

Da (x — 2)? alltid &r icke-negativt sa maste (x + 2) vara negativt och (x — 2)? positivt for
att olikheten skall vara sann. Detta hénder precis da = < —2.

Svar:  m(z) < n(x) om och endast om x < —2.

DEL III

7. a) (2p) Funktionen f(x) = In(z+1)-In(z*+ 2z + 1) + 2 ér definierad for x € R,z > —1.
Ar f injektiv?
b) (2p) Lat g(x) = cos 2z + sinx. Kan g(x) anta vérdet 27



Lésning: a) Vi skriver om f(z) =In(z+ 1) -In((z +1)*) +2=In(x+ 1) - 2In(z + 1)+ 2 =
2(In(z + 1))* 4+ 2. Notera att In(z + 1) dr negativt for 0 > x > —1 och kan anta alla negativa
varden i det intervallet. Sa for en givet reellt tal @ > 0 finns en 16sning till In(z + 1) = —a,
namligen 1 = e~ ® — 1, och en 16sning till In(z 4+ 1) = a, ndmligen x5 = e* — 1. Men da &r
f(z1) = f(z2) = 2a* + 2. Alltsa &r funktionen f(z) inte injektiv.

Svar:  Nej.

b) Eftersom bade cos och sin har 1 som storsta mojliga virde sa dr g(z) = 2 bara om
cos2x = 1 och sinz = 1 fér samma vérde pa x. Men sinx = 1 < x = 7 + k27 nagot k € Z.
Da sétter vi in det i det andra villkoret och far
cos 2(5 + k2m) = cos(m + kdm) = cosm = —1. Alltsa kan g(x) inte anta vérdet 2.

Svar:  Nej.

8. (4p) Definiera det harmoniska talet H,, = 1+ 3+ 3 +--- + =, for m € Z,. Visa med
induktion att for n € Z, géller

n

Losning:
Bassteg: Forst kontrollerar vi basfallet n = 1.
VL =Hy=1+ % = VL, sa det stammer.
Induktionssteg: Antag nu att pastaendet dr sant for ett visst varde n = k, dvs Hor >
1+ E Vi skall da hérleda pastaendet for n = k + 1.

2k+1 2k 1 2k+1 2k+1
VLk-‘rl H2k+1 Zz 0 7 Zi:O % + Zz 2k+1 3 HQk Zz 2k41 7 Z

2k+1

[induktionsantagandet] > 1 —l— DI

Nu anvander vi att 1 > 2k+1 for alla ¢ < 281, Det ger att
2k+1

ok+1
Dlisohi1 § D =2k 41 2k+1 - 2k2k1+1 = %
Tillsammans blir det V Ly > 1+ % + % -1+ % — HlLy..

Enligt induktionsprincipen dr pastaendet sant for alla heltal n > 1.

9. (4p) Bestam antalet heltalslosningar till zy + zo + 3 + x4 = 22, dir 1 < z; < 8 for alla
1< <4,

Losning: Lat r; = x; — 1 for 1 < i < 4. Problemet omformuleras nu till att rdkna antalet
heltalslosningar till
ri+re+r3+1ry =18 med 0 < r; < 7. Utan den 6vre griansen hade det varit oordnat val
med repetition (val av r; 18 ggr), (18141 1) = ( 3). Nu anvinder vi inklusion-exklusion. Lat
A; vara méngden av l6sningar till 1 4+ 79 + 13 + 74 = 18 med 0 < r; for alla ¢ och 8 < rj.
Lat s; = r; + 8 och byt ut r; mot s; i ekvationen. Da far vi ater oordnat val med repetition
tilliten och |A;| = (/1) = ().
Pa samma sétt far man att |A; N Ay = (jS;l) =10 for alla 1 < j < k < 4. Snittet av 3
eller flera av méngderna &ar tomt, ty om 3 av r; > 8 blir vinsterledet minst 24.
Inklusion-exklusion ger nu att antalet heltalslosningar till ekvationen med alla r; < 7 blir
G =)+ () () = 1330 — 1144 + 60 = 246.
Svar: Det finns 246 16sningar.



Matematik, KTH SF1671, Baskurs med Diskret matematik
Svante Linusson CDATE1
HT 2017

Losingsforslag till tentamen 2017-10-20

DEL I

1. Pa foljande tal skall svaret vara ett heltal.
a) (2p) Hur manga surjektiva funktioner f: {1,2,3,4,5} — {1,2,3} finns det?
b) (2p) Skriv 2017 i bas 5. (Talet 2017 antas hér vara skrivet i bas tio.)

Losning: a) Antalet surjektiva funktioner dr 3!5(5, 3). Sen maste man réakna ut S(5, 3) = 25,
det kan man gora enklast med hjélp av rekursionen for Stirlingtal. Svar 150.

b) Vi gor successiva divisioner.

2017 =5-403 42

403 =5-80+3
80=5-1640
16=5-3+1
5=5-0+3

Vi kan nu avlidsa svaret i resterna.

Svar: (2017)19 = (31032);

2. (4p) Los
In(52% — bz — 1)
In(2z — 1)
Losning: Forst noterar vi att ekvationen dr definierad bara om 522 — 5z +1 > 0,20 —1 >0

=2.

och In(2z — 1) # 0, det sista &r samma som att x # 1.
In(5z% — 5z — 1)

In(2z — 1)
<= In(5z®> — 5z — 1) = 2In(2z — 1)

=2

Sen riknar vi 2In(2z —1) = In(2x — 1)* = In(42? — 4z + 1) och kommer ihag att kvadreringen
kan ge falska rotter. Da In &r en injektiv funktion pa hela sin definitionsméngd far vi

In(5z* — 5z — 1) = In(42® — 4o + 1)
— bt —br—1=42 -4z +1
= 0=a—z-2.

Den har tva rotter x = —1,2. Vi jamfér med de villkor vi noterade i borjan och ser att
x = —1 &r en falsk rot, men x = 2 uppfyller villkoren.
Svar: x = 2



3. Pa denna uppgift krivs bara svar (ingen motivering).
a) (1p) Skriv upp sanningstabellen for g V p — p A —q.
plalgVp|pA—-q|qgVp—pA—q]

00| O 0 1
Svar: 01 1 0 0
110 1 1 1
111 1 0 0

b) (1p) Vad betyder det att en relation R pa en méngd A dr reflexiv?
Svar: Att xRz géller for alla x € A.

¢) (1p) Du kastar en rod och en bla térning och far r och b. Vad &r sannolikheten att
r =3 0 om du vet att r + b =3 07

Svar: 1/3 (Antingen observerar man att betingningen inte spelar nagon roll sa
r =3 0 och r +b =3 0 ar oberoende hiandelser. Eller sa listar man alla hdndelse i bada
fallen och far 4 i forsta och 12 i andra fallet.)

d) (1p) Skriv upp De Morgans lagar i méngdlara.
Svar: (AU B)®= A°N B och (AN B)*= A°U B°.

DEL II

4. (4p) Teknologen Tove skall gora 9 tentauppgifter, en i taget. Pa tentan har hon med
sig 5 (likadana) chokladbitar som hon skall dta innan vissa tentauppgifter for att fa energi
i tdnkandet. Hon &ter upp en hel chokladbit at gangen, men inte mer &n en mellan tva
tentauppgifter. Pa hur manga sétt kan hon ordna tentauppgifterna och chokladétandet om
hon inte vill sluta med en chokladbit?

(Svaret far innehalla heltal, potenser, fakulteter och de fyra enkla réknesétten.)

Exempel: Beteckna tentauppgifterna med 1 till 9 och chokladbitarna med c.
Dadarb5c471c2c83c6c9ochc3974cbhclc26c8mojligaordningar.

Losning: Bestdam forst ordningen for de nio tentatalen. Det kan goras pa 9! sdatt. Sedan skall
chokladbitarna stoppas in i mellanrummen mellan tentauppgifterna. Aven forsta platsen &r
tillaten, sa det finns nio mojliga platser for chokladen. Vi kan vélja 5 av dem utan repetition
pa (g) sitt. Detta ger alla mojligheter.

Svar: (g) = %.
5. (4p) Lat f(z) = ax +b,g(x) = 2> — 1. Bestim alla a,b € R sadana att
fog(x)=go f(z), for alla z € R.
Lésning: fog(x) = ar? —a+boch go f(z) = (ax + b)> — 1. Om vi sédtter dem lika far vi

ar? —a+b = a’x?+2abx +b* — 1 vilket #ir ekvivalent med (a® —a)x?+2abz+b*—1+a—b = 0.
Skall det vara sant for alla x € R sa maste alla koefficienterna vara 0. Férst ser vi att a®?—a = 0
har 16sningarna a = 0 och @ = 1. Sen anvénder vi 2ab = 0 som ger de tva mojligheterna



a=1,b=0 och a = 0 utan krav pa b. Slutligen skall de ocksa uppfylla v> —1+a — b = 0.

Den forsta 16sningen gor det. For den andra far vi b —b—1 =0, dvs b = % + ‘/75
Svar: Det finns tre mojliga par av virdena = 1,b=0;a =0,b = %4—‘/75 ocha=0,b= %—\/75

6. Beriikna 17177 (mod 19).

Losning: Enligt Fermats lilla sats sa dr 178 = 1 (mod 19) eftersom 19 ir ett primtal som
inte delar 17. Vi vill dérfor rikna ut 17'7" (mod 18). Vi far 1717 =5 (=1)17" = —1 =4 17,
dé 17 &r ett udda tal. Si 17'7"7 = 18n+17 for négot n € Z. Dirmed blir 17777 = 17187417 =
17V =19 (=2)1T = 16" - (=2) =19 (=3)* - (—2) =81 —2=19g5-—2=—-10=19 9.

Svar: 9

DEL III

19

7. (4p) I en aritmetisk summa &r fjérde, elfte och sista talet —1, <>, respektive 41. Bestdm

antalet termer och summans varde.

Losning: Ansitt termerna aq, ..., a, i den aritmetiska summan till a;, = b+ kd dér d ar den
konstanta skillnaden. Vi far da b+4d = —1,b+ 11d = & vilket har 16sningen b = —7,d = 3.
Den sista termen blir da 41 = —7 + ng, vilket ger n = 32 som &r antalet termer. Summan
blir

5 +41
= ——32 = 568.

Svar: Den aritmetiska summan har 32 termer och summerar till 568.

8. (4p) Definiera foljden av polynom p,(z) rekursivt genom po(z) = 1, p1(x) = = och

Pnt1(x) = 2 - pp(2) + ppoa (), for n > 1.
Visa med induktion att sgd(p,(x), p,_1(z)) = 1 for alla n > 1.

Losning: Vi visar pastaendet med induktion 6ver n.

Basfall: n = 1, sgd(z,1) = 1, ok.

Induktionssteg: Antag att pastaendet ar sant for ett visst n, sign = k, dvs sgd(pr(z), pr—1(x)) =
1.

Nu anvénder vi att om ¢(x) dr en delare till p,(x) och p,11(x) sa dr det ocksa en delare till
Pni1(z) — xpy(z) eftersom det &r en linjarkombination, dvs om p,(z) = ¢(x)a(z), ppi1(x) =
q(z)b(z) sa foljer att p,i1(z) — zpp(x) = q(x)(b(z) — za(z)). Omvant om ¢(z) ar en de-
lare till p,(x) och p,i1(x) — xp,(z) sa &r det ocksa en delare till p,4qi(x). Darfor blir
sgd(pns1 (), pn(2)) = sgd(ppi1(x) — xpy(z), pu(x)) = sgd(pn_1(z), pn(z)) som enligt induk-
tionsantagandet &r 1.

Enligt induktionsprincipen ér pastaendet darfor sant for alla varden pa n.



9. (4p) Hur manga permutationer av 1 2 3 4 5 6 finns det om vi férbjuder tre pa varandra
foljande siffror att vara i vixande ordning?

Exempel: 3 514 2 6 ar tillatet, men 5 1 4 6 2 3 &ar forbjudet pa grund av att 1 4 6 &r
viaxande. (Tips: Lat A; vara miangden av permutationer som &r forbjudna for att siffrorna pa
positionerna ¢,7 + 1,7 + 2 &r i vixande ordning. Borja med att rdkna ut |A;| och anvind det
i inklusion-exklusion.)

Losning: For 1 <i <4, ar |A;] = (g) - 3! eftersom man kan forst vilja de tre tal som skall
sta pa platserna 7,7+ 1,7+ 2. De maste skrivas i vixande ordning och sedan kan de resterande
3 talen skrivas in pa 3! sitt. For 1 < < 3, ar [A;NA; 1| = (i) - 2! eftersom du skall vi vilja
4 tal som skall sta i vaxande ordning pa platserna i,7 + 1,7 + 2,7 + 3. Pa liknande sétt fas
|A1 N As| = [AsN Ay = () - 1l och |[A; N Ayl = () - 1.

Sen tar vi méingderna tre i taget och far |A; N Ay N As| = [A2 N A3 N Ayl = (§) - 1!, medans
Ay N A N Ay = AT NA3N Ay = AN AN A3 N Ayl = 1 {6r det &r bara 1 2 34 5 6 som
finns i alla de méngderna. Med inklusion-exklusion far vi nu att antalet permutationer som
inte har nagon forbjuden vixande svit, dvs inte ligger i nagon méangd A; blir

g!—4-(§£~3!+(3-(§)-2!+2-(§)+(§))—(2-(§)+2-1)+1 = 720—480+(90+12+20)—14+1 = 349

var: 349



Matematik, KTH SF1671, Baskurs med Diskret matematik
Svante Linusson CDATE1
HT 2017

Losingsforslag till tentamen 2017-12-19

DEL I

1. Beriikna foljande (med motivering som vanligt).
a) (2p) Bestdm inversen till 53 1 Zgg;7.

b) (1p) Hur manga sétt finns det att ge 5 (olika) julklappar till 3 barn?
¢) (1p) Hur manga ord av lingd 8 kan man skriva med bokstéverna GO T T G O T T?

Losning: a) Vi skall bestdmma 0 < z < 2016 sa att 53z + 2017y = 1 for nagot heltal y.
Forst Euklides algoritm

2017 =38-53+3

53=17-3+42

3=1-2+ 1. Sa det finns en entydig l6sning. Fuklides baklinges ger:
1=3-1-2=3-(53—-17-3) = =53 +18-3 =53+ 18(2017 — 38-53) = 18-2017 — 685 - 53.
—685 = 1332 (mod 2017). Svar: 1332

b) Barnen &r olika och julklapparna &r olika sa for varje julklapp kan vi vélja vilket av barnen
som skall ha den och de valen &r oberoende. Alltsa finns det 3% siitt.

¢) Vi skall anvénda alla bokstéver en gang vardera, och det vinns fyra T, tva G och tva O.
Antalet ges av multinomialkoefficienten (4;72) = %52! =2-7-6-5=420.
2. (4p) Los

6cos’x + Tsinz —1 = 0.

Loésning: Med trigonometriska ettan far vi 0 = 6 cos? 2+ 7sinx —1 = 6(1—sin2) +7sinz —
1 = —6sin?z + 7sinz + 5. Vi sitter ¢ = sinz och far ekvationen 0 = 6t> — 7t — 5 som vi (med
nagon av flera mojliga metoder) kan faktorisera till 0 = (3t — 5)(2t + 1). Av de tva losningar
t =5/3,—1/2 ar den forsta inte ett mojligt véirde for sinz. Den enda mojligheten &r darfor
sinz = —1/2 som har l6sningarna x = —7/6 + 27k, k € Z och v = —57/6 + 27k, k € Z.
Svar: x = —7/6 + 27k, k € Z och x = —57/6 + 27k, k € Z.

3. Pa denna uppgift krévs bara svar (ingen motivering).
a) (1p) Satt A ={1,2,3,4}, B ={1,3,5}. Ange alla element i A x B.
Svar: AxB = {(1,1),(1,3),(1,5),(2,1),(2,3),(2,5),(3,1),(3,3),(3,5), (4,1), (4,3), (4,5) }

b) (1p) Vad betyder det att funktionen f: A — B &r injektiv?
Svar: Att Vo, y € A,z #y = f(x) # f(y).



c) (1p) Vad betyder det att en relation R pa A &r transitiv?
Svar: Att for alla z,y,z € A, ¥Ry och yRz medfor zRz.

d) (1p) Formulera Fermats lilla sats.
Svar: For varje primtal p giller a? = a (mod p) for alla a € Z.

4. (4p) Los ekvationen
In(2z +1) +2In(z — 1) = In(11z — 5).

Loésning: For att ekvationen skall vara definierad for de tre logaritmerna sa maste x > —1/2,
x > 1 respektive x > 5/11. Alla tre &r uppfyllda om = > 1.

Med logaritmlagarna skriver vi om ekvationen till In(2z + 1)(z — 1)* = In(11z — 5), vilket &r
ekvivalent sa lange x — 1 > 0. Eftersom In &r strikt vixande sa ér det ekvivalent med

(22 +1)(z — 1) = (11z — 5)

— 228 - 322 +1 =11z -5 <= 22° — 322 — 11z + 6 = 0. Med satsen om rationella

rotter kan vi gissa en av rotterna, t.ex. x = —2, och sedan ridkna ut de andra tva ur den
aterstaende kvadratiska ekvationen 0 = (z + 2)(22? — 7z + 3) = (z + 2)(2x — 1)(z — 3). Av
de tre rotterna till denna ekvation z = —2,1/2,3 &r det bara x = 3 som uppfyller z > 1 och

saledes inte ar en falsk rot.
Svar: z = 3.

5. (4p) Bestdm hogstagradstermen i (22 — 2)1® — (2% — 3z)'2.

Losning: Vi anvénder binomialsatsen och far

(22 = 2)18 = 2% — (") 2234 4 (1)) 222524 termer av ligre grad

(2% = 32)12 = 20 — (') (32)2% + (7}) (32)22**+ termer av ligre grad

Sa (22 — 2)'® — (2% — 32)"? = (—18 -2+ 12 - 3)2* + (B4 — ZH9)+ termer av ligre grad
= (612 — 594)x3*+ termer av ligre grad.

Svar: 187%.

6. (4p) Hur manga ord av ldngd 5 kan man bilda med bokstdvernai A ABBBBCC CC
C?

Losning: Vi delar in i fall efter hur manga A som &r med i ordet.

Fall med 2 A: De tva A:na kan placeras pa (g) sitt 1 ordet och de Gvriga tre platserna kan
ha B eller C oberoende, vilket ger totalt (g) - 23 = 80 ord.

Fall med 1 A: Det enda A:et kan placeras pa (“;’) sitt i ordet och de 6vriga fyra platserna kan
ha B eller C oberoende av varandra, vilket ger totalt (i’) 24 = 80 ord.

Fall med inga A: Antalet 5-bokstavsord av B och C &r 2°, vi maste dock dra bort ordet med
5 B som inte &r mojligt, vilket ger totalt 2° — 1 = 31 ord.

Fallen &r disjunkta och téacker alla mojligheter sa totalt ar det 80 + 80 4+ 31 = 191 ord.
Svar: 191

Alternativ 16sning: Totala antalet ord av lingd 5 med 3 mdjliga bokstiver dr 35 = 243.
Vi maste da rédkna bort icke-godkénda fall:

5 B, finns ett ord



5 A, finns ett ord
4 A, finns (i) -2 = 10 sadana ord

3 A, finns (g) .22 = 40 sadana ord. Antalet godkinda ord blir saledes 243—1—1—10—40 = 191.

DEL III

7. (4p) Funktionen f(x) definieras pa foljande sitt (x reellt)

(@) Inx, for0<x<1
xr) =
(x—1)% for1<z<6

a) (3p) Bestdm inversen f~! och dess definitionsméingd och virdeméingd.
b) (1p) Los ekvationen f~!(z) = 4.

Losning: a) Inversens viardeméngd ar funktionens definitionsméngd sa V-1 = (0, 6]. Inver-
sens definitionsméngd &r funktionens virdeméngd, dvs Dy-1 = (—o0, 25]. Inversen far vi for
0 <z < 1 genom att sétta y = Inx och 16sa ut z = e¥. Och for 1 < z < 6, sitta y = (z — 1)?
vilket ger x = 1+ ,/y. Observera plustecknet framfor roten eftersom vi vet att y 4r positivt.

Vi far
1 )€, for x <0
/ (x)_{l—l—ﬁ, for 0 < z < 25.
b) 4 = f~Y(z) <= f(4) = z och enligt definitionen i uppgiften dr f(4) = (4 —1)*=9.

8. (4p) Visa med induktion att for alla n > 2 giller
(2n)!(n+1)

n
4" < D

Losning: Indkution dven n.
Basfall, n = 2: VL, = 16, HL, = 4/(2 + 1) /2!? = 18, sa ok.
induktionssteget: Antag att pastaendet &ar sant for ett fixt £ > 2, dvs VL, < HLj. Vi far

Vg = 4" =4V L, <4HL), = % enligt induktionsantagandet.
HLjyy = ChEDk2)  (2h12)(2kt 1)(2h)\(h12)

kD)2 — k2 (k+1)2
Vi far darfor att VIDg < HLg <= 4(kE+1) < (2k+2)(fﬁr)12)(k+2)
k k
= 2k +1) < B s (k4 1)2 < 2k +1)(k+2)

= 2k +4k +2 < 2k + 5k +2 <= 0 < k. Eftersom vi antagit att k& > 2 sa foljer
V Lipi1 < HLjyq1 och enligt induktionsprincipen &r olikheten sann for alla n > 2.

9. (4p) Ett palindrom &r ett ord som blir likadant om man ldser det baklinges. Antag att
man véljer en registreringsskylt for en bil (tre bokstéver {6ljt av tre siffror) helt slumpméssigt



likformigt, dvs varje tecken &r oberoende av vilka de andra tecknen ar. Vad &r da sannolikhe-
ten att bokstavsfoljden &r ett palindrom eller sifferféljden ar ett palindrom (eller bade och)?
Vi utgar fran ett alfabet med 28 bokstdver. Svara med ett reducerat brak.

Losning: Sifferfoljden ar ett palindrom omm den &r pa formen aba, dér a,b ar siffror. Det
finns 10 val for a och 10 val for b, ty de far vara samma. Sannolikheten att de tre siffrorna

utgor ett palindrom &ar darfor 1?(')}0,0 = %. Pa samma sétt ar sannolikheten for att de tre

bokstaverna formar ett palindrom 2285';%8 = 2—18. Eftersom det dr oberoende héndelser sa ér
1

sannolikheten for att bada &r palindrom produkten 1555. Sannolikheten for att sifferféljden

eller bokstavsfoljden &r ett palindrom blir med inklusion-exklusion
1 1 I 284+10—-1 37

10 728 10.28  10.28 280"
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DEL I

1. a) (2p) Bestdm inversen till 335 i Zgs.
b) (2p) Skriv 2018 i bas 6 (sex). (Talet 2018 antas hédr vara skrivet i bas tio.)

Losning: a) Vi anvéinder Euklides algoritm.
2018 =6-335+8
335 =41-8+7
8=1-7+1
Sa sgd(2018,335) = 1 och 335 &r inverterbart i Zsgs. Euklides algoritm baklinges ger
1=8-1-7=
— 8- (335—41-8)=—1-335+42.8 =
=—1-335+442- (2018 — 6 - 335) = 42 - 2018 — 253 - 335.
Alltsa &ar 42 - 2018 — 253 - 335 = 1, —253 =9015 1765 far vi att 3357 = 1765 i Zops.
b)
2018 =6-336+2
336 =6-56+0
96 =6-9+2
9%6=6-1+3
1=6-0+1
Vi kan avlédsa fran resterna att (2018), = (13202)gex
Svar: a) 335~ = 1765 1 Zaois, b) (201840 = (13202)er.

, sin(x)
2. (4p) Los ekvat t 3 tan(2z) =

(4p) Los ekvationen tan(z) + 5 tan(2z) cos(@)
Losning: Vi borjar med att noter att « # 7/2 4+ 7mn och x # 7/4 + 27n for alla n € Z for

att de ingaende termerna skall vara definierade.
Da tan(z) = sin(x)
cos(x)
uttrycket till
S tan(2z) = cos(2z) <= 2sin(2z) = cos?(2z) = 1 — sin*(2z). Sétt y = sin(2z) och

+ cos(2x).

for alla @ # 7/2 + 7n och tan(2z) = sin(2z)/ cos(2x), sa forenklas

konstatera att ekvationen y? + %y — 1 =0 har l6sningarna y = % och y = —2.
—2 = sin(2z) saknar losningar, och § = sin(2z) har l6sningarna 2z = 7 4 27mn och 2z =
%ﬂ' + 27n, for alla varden pa n € Z. Alltsa ar x = %W + mn och x = %7‘(‘ + mn for alla

varden pa n € Z och dessa virden undviker de virden som vi ovan sag att ekvationen inte
var definierad for.
Svar: Losningarna utgors av x = %71’ + mn och x = %W + mn for alla virden pan € Z.



3. Pa denna uppgift krivs bara svar (ingen motivering).
a) (1p) Vad ér logs(3) + logs(2)?

b) (1p) Skriv upp sanningstabellen for p A ¢ <> g V r.

¢) (1p) Ge exempel pa en udda surjektiv funktion f: R — R som inte &r injektiv.
(1p)

d) (1p) Bestam 3!- 5(5, 3).

Svar: a) -1,
plglr|pAg|lgVr|pANgs>qVr
0700 0 0 1
0101 0 1 0
0(10 0 1 0
b) O/1/1 0 1 0

11010 0 0 1

1101 0 1 0

11110 1 1 1

1111 1 1 1
c) T.ex. f(z) = ® — z. Inte injektiv ty f(1) = f(0)
d) 150

DEL 11

4. (4p) Talfoljden {a,},>o definieras genom rekursionen
Ap = 3Ap—1 — 20qy_o — 2.

dér ag = 2, a; = 4.
Gissa en formel for a,, och visa den med induktion.

Losning: Vi séitter in nagra viarden och far as = 6,a3 = 8, a4 = 10, a5 = 12, och gissar att
a, = 2n + 2. Vi gor induktionsbevis 6ver n.

Bassteg: Vi behover tva basfall och testar ag =2 -0+ 2 och a; =2 -1+ 2 = 4, sa basfallen
uppfyller formeln.

Induktionssteg: Antag att pastaendet a, = 2n + 2 &r sant for alla varden pan, 0 < n < k
for ett visst k. Vi vill visa att pastaendet da ocksa &r sant for k + 1.

ag+1 = 3ar — 2a,—1 — 2 =[induktionsantagandet|= 3(2k +2) — 2(2(k — 1) +2) — 2 = (6 —
Nk+6—4+4—2=2(k+1)+ 2. Vilket &r pastaendet for k + 1.

Enligt induktionsprincipen ér a,, = 2n + 2 dérfor sant for alla n > 0.

5. Vi har de reella funktionerna g(z) = vz, f(z) = 2> + 2 — 6

a) (1p) Bestdm g o f(2).
b) (2p) Bestdm definitionsméngd och virdeméngd for g o f(x).
¢) (1p) Om man begrinsar g o f(z) till > 10, vad blir da inversen?



Losning: a) go f(2) = g(f(2)) =v224+2-6=1/0=0.

b) go f(z) = Va% +x — 6, och for att det skall vara definierat maste z*> + z — 6 > 0, dvs
(x —2)(z + 3) > 0. De bada faktorerna maste ha samma tecken (eller vara 0) och defini-
tionsméngden blir dérfor Dyor = (—o00, —3] U [2, 00). For godtyckligt stor x blir 22+ — 6
godtyckligt stort, dvs det finns ingen 6vre begrénsning utan vardeméngden blir V¢ = [0, 00).
c) Sétt y = Va2 + x — 6, da vi utgar fran att y > 0 dr detta ekvivalent med y? = 2% + x — 6,

14 VAYPH25
2 2
[ Aq,2
Vi far darfor (go f) " 'y) = —3 + 4y2 2 for & > 10.
Svar: (go f) " (y) = A (for = > 10).

2

eller x = . I uppgiften skall vi anta att z > 10 sa det maste vara plustecknet.

6. Lat S = {1,2,3,4,5,6,7,8} och lat ~ vara en relation pa icke-tomma delméngder till S,
sadan att

A~ B <= |A| = |B| och min(A) —min(B) =0 (mod 2)
dar min(A) betecknar minsta elementet i A.

a)
b)
c)
Losning: En ekvivalensrelation maste uppfylla reflexivitet (A~ A), symmetri (A~ B <=
B~ A) och transitivitet (A~ B,B~C = A~C).

b) A~ A, ty |A| = |A| och min(A) — min(A) = 0;

symmtrisk, ty |A| = |B| <= |B| = |A| och min(A) — min(B) = min(B) — min(A);
transitiv, ty |A| = |B|,|B| = |C| = |A| = |C] och min(A) —min(C) = min(A) —min(B) +
(min(B) — min(C)).

¢) De delméngder som &r i samma ekvivalensklass som {3, 5, 6, 8} maste ha ett udda tal som
minsta tal och kardinalitet 4. Vi delar in efter vilket det minsta talet &r.

Om minsta talet &r 1 sa finns det (;) = 35 sétt att vélja de andra 3 elementen i méngden.
5

)
(1p) Skriv upp villkoren som krévs for att ~ skall vara en ekvivalensrelation.
(1p) Visa att ~ &r en ekvivalensrelation.
(2p) Hur manga delméngder av S &r i samma ekvivalensklass som {3,5,6,8}7

Om minsta talet dr 3 finns det ( ) = 10 sétt att vélja de andra 3 elementen i midngden. Om

3
minsta talet &r 5 finns det (3) = 1 sétt att vélja de andra 3 elementen i méngden. 7 kan inte

vara det minsta talet. Totalt finns det 35 4+ 10 + 1 = 46 delméngder i den ekvivalensklassen.
Svar: 46 delméngder.

DEL III

7. (4p) Bestdm ett positivt heltal z, sadant att 2* =1 (mod 23) och 3* =9 (mod 31).
(Tips: anvéind Fermats lilla sats for att skriva upp en méngd lésningar till var och en av ekvatio-
nerna.)

Losning: Enligt Fermats lilla sats vet vi, ty 23 &r ett primtal, att x = 22 &r en 16sning till
forsta ekvationen och darfor ocksa x = 22k for alla positiva heltal k. Den andra ekvationen
dr samma som 3°72 = 1 (mod 31) och da 31 dr ett primtal si ger Fermats lilla sats att
x — 2 = 30 &r en losning och ddrmed z — 2 = 30m for alla positiva heltal m. Alltsa vill vi



hitta en 16sning till 22k = 30m + 2 eller 11k — 15m = 1. Med Euklides algoritm hittar vi att
(k,m) = (—4,—3) &ar en losning och

(k,m) = (—4+15s,-3+ 11s),s € Z

alla uppfyller 22k = 30m + 2. Vi behover en 16sning som ger ett positivt z. For s = 1 far vi
m = 8 och x = 30 X 8 + 2 = 242 dr en mojlig 16sning.
Svar: x = 30 X 8 + 2 = 242 &r en l6sning

8) (4p) 5 olika firgade kulor och 6 (identiska) svarta kulor skall fordelas mellan 4 barn. Pa
hur manga sitt kan det goras sa att varje barn far minst en kula (svart eller fiargad)?

Losning: Forst ridknar vi utan begrédnsningen om minst en kula till varje barn. Att dela
ut de 6 svarta kulorna &r val med repetition tillaten dér ordning inte ar viktig, dvs vi kan
"vilja” ett av de 4 barnen 6 ganger. Formeln for antalet sétt det kan goras pa ér (6+§71). De
firgade kulorna &r olika och barnen &r olika och vi gér 5 oberoende val, dvs 4°. Det #r ocksa
oberoende av de svarta kulorna och multiplikationsprincipen ger totala antalet (6#6171)45.

Nu skall vi med inklusion-exklusion dra bort de fall dar inte alla barn far nagon kula. Lat
Aj, 1 < j <4 vara fordelningarna av kulor da barn j inte far nagon kula. Antalet férdelningar
i A; rdknar man ut pa precis samma sitt som ovan fast nu ér det 3 barn som skall fa kulorna,
dvs |4;| = (6+271) 3°. Fordelningar av kulorna dér tva barn 1 < i < j < 4 inte far nagon kula
alls ger pa samma sétt |A; N A;| = (6+(2;1) 25, Om tre barn inte far nagon kula sa maste alla
kulor ga till det fjdrde barnet sa |A; N A; NAy| = (6+é*1) 15 = 1. Alla fyra barnen kan inte bli
utan kulor. Inklusion-exklusion ger nu att antalet fordelningar dér inget barn blir utan kulor
ar

6+4—1Y\ . 9N = (N\as . (A [T\ .5
( ; )4—Z|Aj|+ > JAnAl- |A,~mAijk|:(6)4 _4.(6)3+<2).(6>2 41

1<j<4 1<i<j<4 1<i<j<k<4

Svar: (5)4° —4- (5)3° + (3) - (§)2° — 4 - 1(= 60140).

9. (4p) Bevisa att det finns odndligt manga primtal.

Losning: Finns manga sitt att visa detta, se t.ex. Eriksson-Gavel Sats 3.3.




Matematik, KTH
Svante Linusson

Loésningar tenta SF1671 Basmatte med diskret matematik D1
18 december 2018

DEL I

1. (Motivera nogal)

a) (1p) Ar relationen R pa Z som definieras genom aRb om a? — b?> < 7 en ekvivalensrela-
tion?

b) (1p) Ar relationen R pa Z som definieras genom aRb om a +b =0 (mod 7) en ekviva-
lensrelation?

c) (1p) Ar funktionen f : Z — Z, f(z) = 2z en surjektion?

d) (1p) Ar funktionen f: Rsq — R, f(z) = 22 en injektion? (Hir &r Rso := {z € R: z > 0})

Lo6sning:

a) Nej, den dr inte symmetrisk, exempel: 12 — 42 < 7, men 42 — 12 £ 7 (och inte transitiv
heller)

b) Nej, den &r inte reflexiv, exempel: 1+ 1 =2 #7 0 (och inte transitiv heller)

¢) Nej, endast jimna tal dr med i bilden, exempel: finns inget = € Z sadant att f(xz) = 1.
d) Ja, ty for x,y > 0 s dr 22 = y? endast om z = y.

2. (4p) Los ekvationen
2% + |6z — 5| = 12.

Lo6sning:

Vi betraktar tva fall beroende pa tecknet av (6x — 5).

Fall z > %.

22462 —5=12 <= 22+ 6x — 17 =0, vilket &r sant omm = = —3 + /26.

-3 —-+/26 < %, alltsa ingen 16sning. Diremot &r /26 > 4, vilket ger —3 4+ /26 > 1 > %, sa
—3 4 /26 ligger i intervallet och #r en losning.

Fall z < %.
2?2 — (6x —5) = 12 <= 22 — 6z — 7 = 0, vilket #ir sant omm z = —1 eller x = 7. D4
-1< % < 7, &r den forsta en 16sning men inte den andra.

Svar: Losningar &r ¢ = —1 och x = —3 4+ V/26.

3. Pa denna uppgift krévs bara svar (ingen motivering).

a) (1p) Vad &r definitionen av att en funktion f : A — B, A C R ir en jimn funktion?

b) (1p) Hur manga mojliga utfall finns det nir man rullar 3 likadana (6-sidiga) tdrningar?

(Svaret far innehalla heltal, potenser, fakulteter, binomialkoefficienter, Stirlingtal och de fyra enkla riknesitten.)
¢) (1p) Uttryck |[AU B UC| med formeln f6r inklusion-exklusion.
d) (1p) Lat A ={4,5,6} och B ={1,3,5}. Skriv upp alla element i A x B.

L6sning:

a) Att f(—x) = f(x) for alla x i definitionsméngden.

b) (i) (oordnat val, repetition tillaten)

¢) [AUBUC| =|A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANnBNC|
d) Ax B=1{(4,1),(4,3),(4,5),(5,1),(5,3),(5,5),(6,1),(6,3),(6,5)}




DEL II

4. (4p) Berikna storsta gemensamma delaren sgd(m(z), n(z)) till polynomen
m(z) = z* + 522 + 1022 4+ 162 + 16 och n(z) = 2* + 62° + 1222 + 192 + 22.
Bestdm sedan polynom u(z),v(x) sadana att m(z) - u(z) + n(z) - v(z) = sgd(m(z), n(x))

Losning:

x4+ 622 + 1222 + 192 + 22 =
z* + 523 + 1022 + 162 + 16 =
22 +222 +3x+6=

ot 4 52% + 102? + 162 +16) - 1 + 2> + 22% + 32 + 6
234202 + 32+ 6)- (. +3)+ (22 + 2 —2)
P +2-2) (z+1)+4z+8

~ o~ o~ o~

4x—|—8)~(m—1)i

Den sista icke-férsvinnande resten dr 4z + 8 och dérfor blir sgd(m(z),n(x)) = « + 2. (Kom
ihag att koefficienten for den hogsta termen skall vara 1 enligt kursens definitionen f6r sgd.)

(Hér bor var och en genom polynomdivision kontrollera att hen har riknat ritt.) Nu gor
vi Euklides bakldnges och far:

2=

Yz +2)=24+22>+32+6— (2 +2-2) (2 +1) =

=2°+20°+324+6— (z+1) (m(z) — (z° +22° +32+6) - (z+3)) =

=—(z+1 (2 + 42 + 4)(2® + 222 + 32 + 6)

=—(r+1 (2% + 4z +4)(n(z) — m(z)) = (2% + 4o + 4)n(z) — (2 + 5z + 5)m(z)
Vi far dérfor att m(z)u(z)+n(z)v(z) = z+2 dér u(z) = 3 (22 +5245), v(z) = 1 (22 +4a+4).
Svar: sgd(m(z),n(z)) =z + 2, u(z) = §(#? + 5z +5), v(z) = (22 + 4z + 4).

m(z)
(

m(z)

—_— ~—

+
+

5. (4p) En kortlek (vanlig standardkortlek med 52 kort) dr helt slumpéssigt blandad (sa
varje ordning dr lika sannolik). Vad #r sannolikheten att klover kung inte ligger direkt
ovanpa klover ess och att ruter kung inte ligger direkt ovanpa ruter ess?

Losning:

Det finns totalt 52! blandningar av kortleken. Antalet blandningar som uppfyller de tva
villkoren kan ridknas ut genom inklusion-exklusion. Antalet blandningar av kortleken dér
klver kung ligger pa klover ess ér 51! (ty vi kan téinka pa de tva korten som hopklistrade och
motsvarande ett kort). Pa samma siitt dr antalet blandningar dér ruter kung ligger pa ruter
ess 51!. Antalet blandningar som bryter mot bada &r 50!. Totala antalet blandningar som
uppfyller bada villkoren dr dérfor 52!—51!1—51!+50! = 50!(52-51—2-5141) = 50!(50-51+1).
Sannolikheten att en blandning uppfyller bada blir déarfor

501(50-51+1) 50-514+1 2551
52! 52.51 2652

Svar: Sannolikheten &r %.

6. (4p) Beriikna 13" (mod 17).

Loésning:

Enligt Fermats lilla sats #r 1316 = 1 (mod 17) eftersom 17 &r ett primtal som inte delar 13.
Vi vill dirfor rikna ut 157 (mod 16). Vi far 1517 =15 (—1)7 = —1 =44 15. Det medfor att
1517 = 16n + 15 for ndgot n € Z>o. Dérmed blir 1315'7 = 13160415 = 1315 =, (—4)1% =
167 - (—4) =17 (-1)7 - (—4) =4

Svar: 4




DEL III

7. (4p) Antag = > 0, forenkla
1
sin(2 arctan(ﬁ))

till en funktion som inte innehéaller trigonometriska funktioner.

Losning:
Lat oss kalla o = arctan ﬁ, da dr 0 < a < 7/2 sa vi kan rita en figur med en réitvinklig

triangel dér kateten ndrmast o har lingd /z och den andra kateten lingd 1. Hypotenusan

har da lingd /1 + « och definitionen av cosinus och sinus ger att cosa = \/\1/% och sina =
\/11_?. Formeln fér dubbla vinkeln ger
sin (2 arctan %) = 2sin (arctan ﬁ) oS (arctan ﬁ) =2 ﬁ . \/‘1/% = %
Svar: 3_‘{5
x

8. (4p) Anviind induktion for att visa att for alla n > 1 géller

()

j=1

Losning:

Induktion 6ver n.

Bassteg: Forn=1farvi VL; =13 =1och HL, = (2)2 = 1. ok.
Induktionssteg: Antag att identiteten #r sann for n = p for nagot heltal p
VL, = HL,. Viskall visa att den da &r sanna &ven for p + 1.

HLy1 = (p;2)2 _ <p+1)24(p+2>2 _ (p+1)2(zf+4p+4) _ (p+1)2p2+<i+1)2(4p+4)) _

Y

1, dvs

(p'gl)2 +(p+1)3=HL, + (p+ 1) =[Induktionsantagandet]=

. 1 .
PP (1) = B =V

Enligt induktionsprincipen &r identiten sanna for alla n > 1.

9. (4p) Lat A, B, X vara méngder, med AN B = 0, |A| = a, |B] = b och |X| = n, dir
a+b>n,n>aochn>b.

Hur manga surjektioner f : AU B — X, finns det déir f:s begrinsning (eng. restriction) till
A och f:s begriansning till B bada &r injektioner?

(Svaret far innehalla heltal, potenser, fakulteter, Stirlingtal och de fyra enkla réknesétten.)

Losning:

Antalet mojliga injektioner fran A till X &r n!/(n—a)!. Varje element i x € X som inte &r bil-
den av nagot element i A maste da vara bilden av nagot element i B. Eftersom begriansningen
till B ocksa skall vara en injektion sa dr det exakt ett element b € B som uppfyller f(b) = z.
For de n — a element x € X som inte dr bilden av nagot element i A viljer vi nu i tur och
ordning b € B sa att f(b) = x. Detta kan goras pa b(b—1)--- (b—(n—a)+1) = b!/(b+a—n)!
siitt. For ovriga (b— (n — a)) element i B viiljer vi bild injektivt bland f(A) C X vilket kan
goras pa al/(a — (a +b—n))! = al/(n — b)! sétt. Totalt blir det

n! b! al
(n—a)! (a+b—n)! (n—0)!




Matematik, KTH SF1671, Baskurs med Diskret matematik
Petter Briandén CDATE1
HT 2019

Tentamen SF1671 Baskurs med Diskret matematik,
2019-10-24

Skrivtid: 08:00-13:00
Tilldtna hjélpmedel: Inga utom penna, suddgummi och linjal.
Examinator: Petter Brandén

Maximal podng pa tentamen &r 36 poang. Tentan ar indelad i tre delar I, IT och III om max
12 poéng vardera. Eventuella bonuspodng laggs till poiangen pa del I, det kan dock aldrig
overstiga 12 podang. Bonusposngen framgar om ni loggar in pa kurshemsidan och laggs till
automatiskt.

Betygsgranserna vid denna tentamen kommer att ges av

Betyg A B C D E Fx
Total podng 27 24 21 18 16 15
varav frandelIII| 6 3 - - - -

For full pang pa en uppgift krévs att 16sningen ar val presenterad och litt att folja. Det in-
nebar speciellt att inforda beteckningar definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs
1 ord eller symboler och att resonemangen &r vl motiverade och tydligt forklarade. Losningar
som alvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poidng.

DEL I

1. a) (2p) Hur manga inverterbara element finns i Zgg?
b) (2p) Hitta alla l6sningar till ekvationen 105z = 3 i Zsqo.

2. (4p) Finn alla 16sningar till ekvationen 5sinz + cos2z + 2 = 0.

3. P4 denna uppgift krévs bara svar (ingen motivering).
a) (1p) Forenkla 2 - log,(3) — 3 - log,(12) + log,(2) s& langt som mdjligt?

b) (1p) Relationen R pa méngden {1,2,3,4} ges av
R ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3), (4,4), (4,3), (4, 1)}. Vilka av egenskaperna
reflexiv, symmetrisk, anti-symmetrisk och/eller transitiv har R?

¢) (1p) Hur ménga injektiva funktioner f : {7,0,3} — {1,0,9,3,—1} finns det?
d) (1p) Hur ménga surjektiva funktioner g : {1,0,9,3,—1} — {7,0,3} finns det?



DEL II

4. Lat M vara méngden av alla ord som kan bildas genom att kasta om bokstiverna i
ordet RAGGARGRANEN. (Orden AAAEGGGRRRNN och RAGGGRENARNA ligger i M, men inte
RAGGRENARNA).

a) (1p) Bestam |M]|.

b) (1p) Hur méanga ord i M innehaller ordet GRENAR? (T.ex. RAGGRENARNAG).

c) (2p) Hur ménga ord i M innehéller varken ordet GRENAR eller ordet NARRA?

(Svaren far innehalla heltal, potenser, fakulteter och de fyra enkla riknesitten. )

5. (4p) Skriv polynomet 2z°* + 3z2 + 3z + 1 som en produkt av irreducibla polynom.
(Obs! Polynomet har ett rationellt nollstille).

6. (4p) En talfoljd {a,}32, defineras rekursivt genom
2 om n =0,
p =45 omn =1,
5Gn_1 — 60—y omn > 2.

Bevisa med induktion (eller stark induktion) att a, = 2" + 3" for alla heltal n > 0.

DEL III

7. Kom ihég att om A och B &r méngder s defineras AAB = (AU B) \ (AN B). Definera
en relation R pa X = P(R) genom

AR B om och endast om AAB ar andlig eller uppriknelig.

(Kom ihég att en méngd &r uppriknelig omm den har samma kardinalitet som Z; = {1,2,3,.. 3)

a) (3p) Visa att R &r en ekvivalensrelation pa X. (Aven om du inte kan visa alla egenskaper som
en ekvivalensrelation ska ha, visa s8 minga du kan!)

b) (1p) Ge enkla beskrivningar av ekvivalensklasserna [(}] och [R].

8. (4p) Milena vill ge sina 4 kompisar godis. Hon har 10 identiska chokladbitar, 7 identiska
geléhallon, 6 identiska lakritsbatar och 3 identiska klubbor. P4 hur manga olika sétt kan hon
fordela dessa bland sina 4 kompisar sa att alla far minst en godis var? (Svaret far innehalla
heltal, potenser, fakulteter, binomialtal och de fyra enkla riknesétten.)

9. (4p) Bestam alla reella tal = for vilka —1 < z < 1 och

cos(arcsinz) + |2z — 1| < 1.
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Matematik, KTH SF1671, Baskurs med Diskret matematik
Petter Brandén CDATE1
HT 2019

Tentamen SF1671 Baskurs med Diskret matematik,
2019-12-19

Skrivtid: 08:00-13:00
Tilldtna hjélpmedel: Inga utom penna, suddgummi och linjal.
Examinator: Petter Brandén

Maximal poéng pa tentamen &r 36 posng. Tentan ir indelad i tre delar I, IT och IIT om max
12 podng vardera. Eventuella bonuspoing laggs till podngen pa del I, det kan dock aldrig
overstiga 12 poang. Bonuspodingen framgir om ni loggar in pé kurshemsidan och laggs till
automatiskt.

Betygsgranserna vid denna tentamen kommer att ges av

Betyg A B C D E Fx
Total poing 27 24 21 18 16 15
varav frandel III | 6 3 - - - -

For full péng pa en uppgift krivs att 16sningen ar vil presenterad och latt att folja. Det in-
nebar speciellt att inforda beteckningar definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs
i ord eller symboler och att resonemangen ar vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar
som alvarligt brister i dessa avseenden bedéms med hogst tva poang.

DEL I

1. a) (2p) Bestam inversen till 11 i Zs,.
b) (2p) Hur manga inverterbara element finns i Zggg?

2. Funktionen f : N — N definieras rekursivt av f(0) = 2, f(1) =1 och
f(n)=f(n—1)+6f(n—-2), for alla heltal n > 2.
Bevisa att f(n) = 3" 4 (—2)", for allan € N.
3. Pa denna uppgift krévs bara svar (ingen motivering).
(Svaren far innehlla reella tal, potenser, fakulteter och de fyra enkla raknesitten.)
a) (1p) Hitta alla reella tal = sddana att 0 < = < 27 och sinz + 2~/2 = 0.

b) (1p) Det finns 11 olika ratter pd Ho’s Thai-restaurang. Ann-Britt ska bestilla 14
ratter darifrdn. P4 hur manga olika sitt kan hon gora det?

c) (1p) Hur ménga bijektiva funktioner f : {7,0,3,8, 2} = {7,0,3,8,1} finns det?

d) (1p) Hur minga funktioner g : {1,2,...,11,12} — {1,2,..., 7} sddana att g(z) #
9(y) for alla olika udda tal = och y finns det?



DEL I1

4. (4p). Bestam antalet heltalslosningar till ekvationen z; + T3 -+ T3 + Z4 + T5 + 6 = 120,
diz;>ifori=1,2,...,86.
(Svaret far inneh3lla heltal, potenser, fakulteter och de fyra enkla raknesatten.)

5. (4p) For vilka reella tal z galler
In(z) — In(x — 10) + In(z — 3) + In(z + 2) > 0?

6. a) (2p) Hur manga olika ekvivalensrelationer finns det pa mingden {1,2,3,4}7
c) (2p) Hur ménga olika transitiva relationer finns det pa mingden {1,2}?

DEL III

7. Hundra identiska kulor ska fordelas i fyra olika lador s4 att ingen 1ada &r tom och ingen
lada innehiller fler &n trettio kulor. P4 hur ménga, olika sétt kan detta goras?
(Svaret far innehilla heltal, potenser, fakulteter, binomialtal och de fyra enkla riknesétten.)

8. (4p) Lat z1,22,.. ., Tnso vara godtyckliga heltal. Visa att (A) eller (B) nedan &r sann:

(A) Det finns 1 < i < j < n+ 2 sddana att 2n delar z; — zj.
(B) Det finns 1 < i < j < n+ 2 sidana att 2n delar z; z;j.

9. (4p) Lét z vara ett reellt tal. En talfolid {a,}°, defineras rekursivt genom ag = 1 och
Q1 = Zx"_kak, for alla heltal n > 0.
k=0

Bevisa att a,, = (z + 1)"! for alla heltal n > 1.
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Matematik, KTH SF1671, Baskurs med Diskret matematik
Petter Brindén CDATE1
HT 2020

Tentamen SF1671 Baskurs med Diskret matematik,
2020-10-21

Skrivtid: 08:00-13:00
Tillatna hjialpmedel: Inga utom penna, suddgummi och linjal.
Examinator: Petter Brandén

Obs: Om du har fragor om uppgifter pa tentan, sa ska du formulera de pa ett blad och ge
till tentavakten.

Maximal podng pa tentamen dr 36 poing. Tentan &r indelad i tre delar I, IT och III om max
12 poéng vardera. Eventuella bonuspodng liggs till podngen pa del I, det kan dock aldrig
overstiga 12 poidng. Bonuspodngen framgar om ni loggar in pa kurshemsidan och laggs till
automatiskt.
Betygsgrinserna vid denna tentamen kommer att ges av
Betyg ‘ABCDEFX

Total podng 27 24 21 18 16 15
varav frandel III| 6 3 - - - -

For full pang pa en uppgift krivs att 1osningen dr vil presenterad och latt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
alvarligt brister i dessa avseenden beddms med hogst tva poéng.




DEL 1

1. (4p) Finn alla 16sningar till ekvationen 165z = 21 i Zgs.
(Svaret ska ges som en lista av tal i {0,1,2,...,191}.)
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2. (4p) Finn alla 16sningar till ekvationen tan(x) = tan(—2z).
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3. Pa denna uppgift krdvs bara svar (ingen motivering). Svaren pa ¢ och d far innehalla
heltal, potenser, fakulteter och de fyra enkla riknesétten

a) (1p) Skriv talet 2020 i bas 6.

1020 = %56 ¢7 7
= G477
_ (705%2)‘42*9
_ ((gm).!MMiT#

— é%%g'éjWVZ'gl%%

-

Comms ' 2020 = [1720%),



b) (1p) Relationen R pa méngden {1,2,3,4,5} ges av
R = {(1,2),(2,1),(3,4),(4,3),(5,5)}. Vilka av egenskaperna reflexiv, symmetrisk,
anti-symmetrisk och/eller transitiv har R?
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¢) (1p) Hur manga olika ord kan bildas av ordet PAPPERSPAPPAS genom att kasta
om (blanda) bokstdverna? (T.ex. PAPPASPEPPARS och SPRPEPAAPAPSP.)
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d) (1p) Hur manga olika injektioner f: {-3,2,5,7,9,—9,6} — {5, —4,4,3} finns det?

boee ) ef e
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DEL II1

4. (4p) 150 identiska kulor ska fordelas bland 5 olika lador L1, Lo, Ls, L4, Ls, sa att inga lada
blir tom. Hur manga olika sa(jgna fordelm{r/lk%irfms déar Ly far hogst /24/kulor och lada Lo

fir hogst-29kulor? 1y ) 1S R 25

(Svaret far innehalla heltal, potenser, fakulteter, binomialtal, Stirlingtal och de fyra enkla riknesitten.)
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5. (4p) Skriv polynomet 822 + 1022 + 72 + 3 som en produkt av irreducibla polynom.

(Obs! Polynomet har ett rationellt nollstélle). 1 : / ZZ )
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6. (4p) En talfolid {a,}>, uppfyller a? 41 An_2 = = a3 for alla heltal n > 2. Dessutom &r
apg = 1,a1 = 3 och ag = 9. Bevisa med induktion (eller stark induktion) att a, = 3™ for alla

heltal n > 0.
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DEL II1

7. Tva relationer Ry och Ro pa en mingd X &r hka om det for alla z,y € X giller att
2R1y om och endast om xRoy.

a) Hur manga olika relationer finns det pa méngden {1,2,3,4,5}, som bade &r reflexiva och
symmetriska?

b) Hur manga olika ekvivalensrelationer som har exakt 3 ekvivalensklasser finns det pa
méngden {1,2,3,4,5,6}.

(Svaren ska ges som heltal skrivna i decimalbasen.)
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8. (4p) 15 flickor och 15 pojkar ska fordelas i 4 icke-tomma grupper (onumrerade). Pa hur
manga sétt kan detta géras om vi forbjuder alla grupper av formen {z,y}, didr = &r en pojke
och y &r en flicka?

(Svaret far innehalla heltal, potenser, fakulteter, binomialtal, Stirlingtal och de fyra enkla riknesétten.)
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9. For vilka reella tal x géller
20 4+ 2 <logs(4-3* —7)+2-logg(2-3% —5)7? /%)
(Svaret far innehalla heltal, potenser, logaritmer och de fyra enkla raknesatten / - /
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Matematik, KTH SF1671, Baskurs med Diskret matematik
Petter Brindén CDATE1
HT 2021

Tentamen SF1671 Baskurs med Diskret matematik,
2021-10-27

Skrivtid: 08:00-13:00
Tillatna hjialpmedel: Inga utom penna, suddgummi och linjal.
Examinator: Petter Brandén, 08-790 65 41

Maximal podng pa tentamen dr 36 poing. Tentan &r indelad i tre delar I, IT och III om max
12 poéng vardera. Eventuella bonuspodng liggs till podngen pa del I, det kan dock aldrig
overstiga 12 poidng. Bonuspodngen framgar om ni loggar in pa kurshemsidan och laggs till
automatiskt.
Betygsgrinserna vid denna tentamen kommer att ges enligt
Betyg ‘ABCDEFX

Total podng 27 24 21 18 16 15
varav frandel III| 6 3 - - - -

For full pdng pa en uppgift kriavs att 1osningen &ar vl presenterad och liatt att folja. Det
innebéar speciellt att inférda beteckningar som inte dr standard i kursen definieras, att den
logiska strukturen tydligt beskrivs i ord eller symboler och att resonemangen &r vil motiverade
och tydligt forklarade. Losningar som har allvarliga brister i dessa avseenden beddéms med
hogst tva poing.

DELI
1. (4p) Finn alla heltalslosningar till den Diofantiska ekvationen 384x + 330y = 42.
2. (4p) Finn alla losningar till ekvationen sin(2x — 3) + cos(2 — 3z) = 0.
3. Pa denna uppgift krévs bara svar (ingen motivering). Svaren pa c) och d) far innehalla
heltal, potenser, fakulteter och de fyra enkla riknesitten.
a) (1p) Hitta alla 16sningar till ekvationen In(2) + In(3 — z) = In(z) + In(z — 1).
b) (1p) Relationen R pa méngden Z; ges av
R = {(Z7j) j —i€ {07176}}
Vilka av egenskaperna reflexiv, symmetrisk, anti-symmetrisk och/eller transitiv har R?
¢) (1p) Hur manga surjektioner f : {1,3,5,7,9} — {2,4,6} finns det?
d) (1p) Hur manga olika injektioner f: {—3,2,5,7} — {5,—4,4,3,9,—2,8} finns det?



DEL I1
4. (4p) Skriv polynomet 223 + 722 + 10z + 35 som en produkt av irreducibla polynom.

5. Betrakta olikheten
1 1 1

> _
lz| = |z + 3] le+1]

(%)
a) (1p) Visa att x uppfyller (x) om och endast om —1 — x uppfyller (%).

b) (3p) Bestdm alla reella tal x som uppfyller olikheten (x).

6. (4p) Bestdm antalet inverterbara element i Zygsg.
(Svaret far innehalla heltal, potenser, fakulteter, binomialtal, Stirlingtal och de fyra enkla riknesétten.)

DEL II1

7. (4p) Lilla Gunvor ska ge 100 olika idolkort till hennes 25 klasskompisar (Gunvor sjilv ska
inte ha nagot kort). Pa hur manga olika sétt kan hon géra detta om hennes 4 bésta vénner
maste fa minst ett kort var.

(Svaret far innehalla heltal, potenser, fakulteter, binomialtal, Stirlingtal och de fyra enkla riknesitten.)

8. (4p) Bevisa, med induktion eller stark induktion, att for alla positiva heltal n,

Zn:i<§,1 1
3~ 2 2 n?
k=1

9. (4p) Ge ett exempel pa en surjektion f : P(Z) — R och en injektion g : R x R — P(Z).
Forklara varfor funktionerna &r surjektioner och injektioner.
(Kom ihag att P(Z) ar potensmingden till Z.)
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Matematik, KTH SF1671, Baskurs med Diskret matematik
Petter Brindén CDATE1
HT 2021

Tentamen SF1671 Baskurs med Diskret matematik,
2021-12-22

Skrivtid: 08:00-13:00
Tillatna hjialpmedel: Inga utom penna, suddgummi och linjal.
Examinator: Petter Brandén, 08-790 65 41

Maximal podng pa tentamen dr 36 poing. Tentan &r indelad i tre delar I, IT och III om max
12 poéng vardera. Eventuella bonuspodng liggs till podngen pa del I, det kan dock aldrig
overstiga 12 poidng. Bonuspodngen framgar om ni loggar in pa kurshemsidan och laggs till
automatiskt.
Betygsgrinserna vid denna tentamen kommer att ges enligt
Betyg ‘ABCDEFX

Total podng 27 24 21 18 16 15
varav frandel III| 6 3 - - - -

For full pdng pa en uppgift kriavs att 1osningen &ar vl presenterad och liatt att folja. Det
innebéar speciellt att inférda beteckningar som inte dr standard i kursen definieras, att den
logiska strukturen tydligt beskrivs i ord eller symboler och att resonemangen &r vil motiverade
och tydligt forklarade. Losningar som har allvarliga brister i dessa avseenden beddéms med
hogst tva poing.

DEL1I

1. (4p) Finn alla heltalslosningar till den Diofantiska ekvationen 495x + 576y = 63.

2. (4p) Finn alla losningar till ekvationen sin(5x + 2) 4 cos(|2 — 3z|) = 0.

3. Pa denna uppgift krévs bara svar (ingen motivering). Svaren pa c) och d) far innehalla
heltal, potenser, fakulteter och de fyra enkla riknesitten.

a) (1p) Skriv upp sanningstabellen for (¢ V —p) — (p A q).

b) (1p) Relationen R pa méngden Z ges av R = {(4,J) : |j — i|] < 4}. Vilka av egenskaperna
reflexiv, symmetrisk, anti-symmetrisk och/eller transitiv har R?

¢) (1p) Pa hur manga olika sétt kan 15 olika bollar férdelas i 4 olika lador?

d) (1p) Fem kort ska dras slumpvis fran en vanlig (perfekt blandad) kortlek. Vad &r sanno-
likheten att du endast far damer, knektar och/eller kungar?

Kom ihag att en kortlek bestar av 52 kort:
01,02,...,010, O-knekt, O-dam, O-kung, $1, 02, ..., 10, $-knekt, $-dam, $-kung,
&1, &2, ..., &10, &-knekt, &-dam, &-kung, AL A2, ... A10, d-knekt, d-dam, #-kung.



DEL II1

4. (4p) Skriv polynomet 323 + 722 + 13z + 12 som en produkt av irreducibla polynom.

5. (4p) Bestdm hogstagradstermen i polynomet (z2 4 3z)%0 — (2° — 222)12.

Obs! Hogstagradstermen i —3x7 + 5z* + 223 — 4z + 1 #r —327.

6. (4p) Bestdm antalet inverterbara element i Zggg.
(Svaret far innehalla heltal, potenser, fakulteter, binomialtal, Stirlingtal och de fyra enkla riknesétten.)

DEL II1

7. (4p) Tio personer ska stélla sig i en k6. Alla #r olika langa och alla ska stéilla sig i kén. Pa
hur manga olika sétt kan de gor det om hogst en av dem far vara kortare &n den som star pa
platsen framfor?

(Svaret far innehalla heltal, potenser, fakulteter, binomialtal, Stirlingtal och de fyra enkla riknesitten.)

8. (4p) Bevisa, med induktion eller stark induktion, att for alla naturliga tal n,

ik5< (n+1)%—-1
per 6

9. (4p) Lat M = {1,2,3,4,6,8,9,12,...} vara méngden av alla positiva heltal vars enda
primtalsdelare dr 2 och 3. Bevisa att M har samma kardinalitet som Z genom att beskriva
en explicit bijektion f: M — Z.
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Matematik, KTH SF1671, Baskurs med Diskret matematik
Petter Briindén CDATE1

HT 2022

Tentamen SF1671 Baskurs med Diskret matematik,
2022-10-26

Skrivtid: 08:00-13:00
Tilldtna hjdlpmedel: Inga utom penna, suddgummi och linjal.
Examinator: Petter Briandén, 08-790 65 41

Maximal poéing pd tentamen &r 36 posing. Tentan ér indelad i tre delar I, IT och III om max
12 poiéng vardera. Eventuella bonuspo#ing liggs till posingen pa del I, det kan dock aldrig
Overstiga 12 poéng. Bonuspodngen framgédr om ni loggar in pa kurshemsidan och laggs till
automatiskt.
Betygsgrinserna vid denna tentamen kommer att ges enligt

Betyg /A B C D E Fx

Total poéng 27 24 21 18 16 15

varav frandel III | 6 3 - - - -

Fér full pang pd en uppgift kriavs att l6sningen #r vil presenterad och litt att folja. Det
innebér speciellt att inforda beteckningar som inte #r standard i kursen definieras, att den
logiska strukturen tydligt beskrivs i ord eller symboler och att resonemangen ar vl motiverade
och tydligt forklarade. Losningar som har allvarliga brister i dessa avseenden bedéms med
hogst tva poing.

DEL I
1. (4p) For vilka z giller arctan(sinh(z)) = 7/37?

2. (4p) Finn alla 16sningar till ekvationen 330z + 342 = 0 i Zsg4.

3. P4 denna uppgift kréivs bara svar (ingen motivering). Svaren p4 c) och d) fir innehalla
heltal, potenser, fakulteter och de fyra enkla riknes#tten.

a) (1p) Skriv upp sanningstabellen fér (¢ — p) — (p A q).

b) (1p) Relationen R pi méngden R ges av R = {(z,y) : ¥y > 4z}. Vilka av egenskaperna
reflexiv, symmetrisk, anti-symmetrisk och/eller transitiv har R?

¢) (1p) P4 hur ménga olika sétt kan 15 identiska bollar fordelas i 5 olika (numrerade) 13dor?

d) (1p) Fem kort ska dras slumpvis frin en vanlig (perfekt blandad) kortlek. Vad &r sanno-
likheten for att du fir minst en dam?

Kom ihég att en kortlek bestar av 52 kort:
©1,92,...,910, O-knekt, O-dam, O-kung, ¢L,02,..., 010, $-knekt, $-dam, O-kung,
&1, &2,...,&%10, &-knekt, d-dam, &-kung, Al 2 ... H10, d-knekt, d-dam, &-kung.



DEL II

4. (4p) Bestim alla z € R sddana att 52% + 722 — 3z > 2.
5. (4p) Talfsljden {a,}22, definieras av ag =0, a; = 2, as = 8 och

an = 20n_1 — 2an_3 + 2" %(n+1), for allan > 3.
Visa med induktion eller stark induktion att a, = n2" for alla n € N.

6. (4p) Bestdm resten av 12222403 vid division med 601.
Tips. 601 ar ett primtal.

DEL III

7. (4p) 50 olika personer ska delas upp i fyra olika (numrerade) grupper. P& hur manga olika
sitt kan detta gbras om vi kréver att varje grupp innehaller minst tva personer.
(Svaret far innehalla heltal, potenser, fakulteter, binomialtal, Stirlingtal och de fyra enkla raknesitten.)

8. (4p) Hur ménga l6sningar till
z1+ T2+ -+ 297 =3400, =z, €N

satisfierar x; =4 mod 17 for alla 1 <4 < 17?
(Svaret far innehalla heltal, potenser, fakulteter, binomialtal, Stirlingtal och de fyra enkla riknesitten.)

9. (4p) Bestam kardinaliteten for R x P(R). Svaret ska vara [R|, [P(R)] eller |P(P(R))|.
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Matematik, KTH SF1671, Baskurs med Diskret matematik
Petter Brindén CDATE1
HT 2022

Tentamen SF1671 Baskurs med Diskret matematik,
2022-12-21

Skrivtid: 08:00-13:00
Tillatna hjialpmedel: Inga utom penna, suddgummi och linjal.
Examinator: Petter Brandén, 08-790 65 41

Maximal podng pa tentamen dr 36 poing. Tentan &r indelad i tre delar I, IT och III om max
12 poéng vardera. Eventuella bonuspodng liggs till podngen pa del I, det kan dock aldrig
Overstiga 12 poang.
Betygsgrinserna vid denna tentamen kommer att ges enligt
Betyg ‘ABCDEFX

Total podng 27 24 21 18 16 15
varav frandel III| 6 3 - - - -

For full poéng pa en uppgift krivs att 16sningen &ér vél presenterad och latt att folja. Det
innebér speciellt att inférda beteckningar som inte &r standard i kursen definieras, att den
logiska strukturen tydligt beskrivs i ord eller symboler och att resonemangen &r vél motiverade
och tydligt forklarade. Losningar som har allvarliga brister i dessa avseenden beddéms med
hogst tva poing.

DEL1I

1. (4p) Los ekvationen x2 + |z +1/2| = 3, x € R.
2. (4p) Finn alla heltalslosningar till den diofantiska ekvationen 267x + 99y = 216.

3. Pa denna uppgift krdvs bara svar (ingen motivering). Svaren pa c) och d) far innehalla
heltal, potenser, fakulteter och de fyra enkla réiknesétten.

a) (1p) Skriv upp sanningstabellen for (p — q) — (—q).

b) (1p) Relationen R pa X = P(R) ges av AR B om och endast om det finns en injektion
f+ A — B. Vilka av egenskaperna reflexiv, symmetrisk, anti-symmetrisk och/eller
transitiv har R? (Kom ihag att P(R) = {S | S C R}).

¢) (1p) Hur manga foljder ay,as, ..., a9 av positiva heltal sadana att

I<ar<ag<---<ag<19

finns det?
d) (1p) Hur manga olika ord kan man bilda genom att kasta om bokstédverna i ordet
RAGGARGRANNARY?



DEL II1

4. (4p) Los olikheten 323 — 2% + 5z < 12, x € R.

5. (4p) Bestéim resten av 3535°) vid division med 19.
Tips. Anvind Fermats lilla sats.

6. (4p) 8 olika gavor ska lottas ut slumpvis till 10 olika personer. Vad &r sannolikheten att
ingen person far fler 4n en gava?
(Svaret far innehalla heltal, potenser, fakulteter, binomialtal, Stirlingtal och de fyra enkla riknesétten.)

DEL III

7. (4p) Talfoljden {a,}2 , definieras av ag = 1,a; = 0 och
anp = (n—1)(an—1 + an—2), for alla n > 2.
Visa med induktion eller stark induktion att a,, > n!/3 for alla n > 2.

8. (4p) Lat 1 < k < n vara positiva heltal. Hur manga foljder av heltal a1, aq,. .., a; sadana
att
O<a <as<---<ar<n
och
a; =1 mod 2, forallal <i<n
finns det?

(Svaret far innehalla heltal, potenser, fakulteter, binomialtal, Stirlingtal och de fyra enkla riknesétten.)

9. (4p) 60 olika saker ska fordelas till 9 olika personer (Person 1, Person 2, ..., Person 9). Pa
hur manga olika sétt kan detta goras om vi kriaver att

e alla saker ska delas ut, och

e varje person ska fa minst en sak, och

e Person 1 ska fa minst tre saker, och

e Person 2, Person 3 och Person 4 ska fa minst tva saker vardera?

(Svaret far innehalla heltal, potenser, fakulteter, binomialtal, Stirlingtal och de fyra enkla riknesitten.)
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Matematik, KTH SF1671, Baskurs med Diskret matematik
Petter Brindén CDATE1
HT 2023

Tentamen SF1671 Baskurs med Diskret matematik,
2023-10-25

Skrivtid: 08:00-13:00
Tillatna hjalpmedel: Inga utom penna, suddgummi och linjal.
Examinator: Petter Brandén, 08-790 65 41

Maximal poédng pa tentamen &r 36 podng. Tentan ar indelad i tre delar I, IT och IIT om max
12 poidng vardera. Eventuella bonuspoiang laggs till podngen pa del I, det kan dock aldrig
overstiga 12 poiang. Bonuspoédngen framgar om ni loggar in pa kurshemsidan och laggs till
automatiskt.

Betygsgrénserna vid denna tentamen kommer att ges enligt

Betyg |A B C D E Fx

Total poéng 27 24 21 18 16 15
varav frandel IIT| 6 3 - - - -

For full pang pa en uppgift krdvs att losningen &r vil presenterad och latt att folja. Det
innebér speciellt att inforda beteckningar som inte dr standard i kursen definieras, att den
logiska strukturen tydligt beskrivs i ord eller symboler och att resonemangen &r vil motiverade
och tydligt forklarade. Losningar som har allvarliga brister i dessa avseenden bedoms med
hogst tva poang.

DEL I

1. (4p) For vilka z géller arctan(2sin(x)/3) = 7/67
2. (4p) Finn alla heltalslosningar till den Diofantiska ekvationen 511z + 342y = 12.

3. Till denna uppgift kridvs bara svar (ingen motivering). Svaret pa b) far innehalla heltal,
potenser, fakulteter och de fyra enkla rdkneséatten.
a) (2p) Relationen R pa méngden {1,2,3,4,5,6} ges av
R = {(1,1),(1,2), (2,2), (3,3), (3.4), (4,4), (5,5)}.
Vilka av egenskaperna reflexiv, symmetrisk, anti-symmetrisk och/eller transitiv har R?
b) (2p) Fem kort ska dras slumpvis fran en vanlig (perfekt blandad) kortlek. Vad &r sanno-

likheten for att du inte far nagon dam och samtidigt inte far farg? Farg betyder att alla fem
korten &r av samma typ (O, O, & eller #).

En kortlek bestar av foljande 52 kort:
01,902,...,9010, O-knekt, O-dam, O-kung, $1, 82, . .., 010, O-knekt, O-dam, $-kung,
Sl , &2, ..., &10, &-knekt, d-dam, &-kung, AL, N2 ... #10, d-knekt, d-dam, #-kung.



DEL I1

4. (4p) Los olikheten

5. (4p) Visa att

for all heltal n > 3.

6. (4p) Bestim resten av 1412289 vid division med 701.
Tips. 701 &r ett primtal.

DEL II11

7. (4p) 60 olika katter, 60 olika hundar och 60 olika kaniner ska delas upp i 3 numrerade burar
med 60 djur i varje bur. Pa hur manga olika séitt kan detta goéras om vi krdaver att ingen bur
far innehalla djur av endast en art?

(Svaret far innehalla heltal, potenser, fakulteter, binomialtal, Stirlingtal och de fyra enkla riknesitten.)

8. (4p) Lat n vara ett positivt heltal.

(a) Visa att antalet sétt att fordela {1,2,...,n} i tre numrerade lador sa att ingen lada
blir tom &r
3" —-3-2"+3.
(b) Visa att
k—1 . k .
k!'S(n, k) = ;( 1) <Z> (k —i)",

dar S(n, k) ar ett Stirlingtal.

9. (4p) Visa att |[P(R) x P(R)| = [P(R)|.
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Matematik, KTH SF1671, Baskurs med Diskret matematik
Petter Brindén CDATE1
HT 2023

Tentamen SF1671 Baskurs med Diskret matematik,
2023-12-20

Skrivtid: 08:00-13:00
Tillatna hjalpmedel: Inga utom penna, suddgummi och linjal.
Examinator: Petter Brandén, 08-790 65 41

Maximal poédng pa tentamen &r 36 podng. Tentan ar indelad i tre delar I, IT och IIT om max
12 poidng vardera. Eventuella bonuspoiang laggs till podngen pa del I, det kan dock aldrig
overstiga 12 poiang. Bonuspoédngen framgar om ni loggar in pa kurshemsidan och laggs till
automatiskt.

Betygsgrénserna vid denna tentamen kommer att ges enligt

Betyg |A B C D E Fx

Total poéng 27 24 21 18 16 15
varav frandel IIT| 6 3 - - - -

For full poang pa en uppgift krivs att 1osningen &dr vél presenterad och latt att folja. Det
innebér speciellt att inforda beteckningar som inte dr standard i kursen definieras, att den
logiska strukturen tydligt beskrivs i ord eller symboler och att resonemangen &r vil motiverade
och tydligt forklarade. Losningar som har allvarliga brister i dessa avseenden bedoms med
hogst tva poang.

DEL I
1. (4p) Berdkna cos(m/12).

(Svaret far endast innehalla heltal, kvadratrotter och de fyra enkla riknesétten.)

2. (4p) Finn alla l6sningar till ekvationen 165z = 21 i Zg2.
(Svaret ska ges som en lista av tal 1 {0,1,2,...,191}.)

3. (4p) Till denna uppgift kriavs bara svar (ingen motivering). Svaret pa c) far endast innehalla
heltal, potenser, fakulteter och de fyra enkla riknesétten.

a) Relationen R pa méngden {1,2,3,4,5} ges av
R = {(1,2),(2,1), (3,4), (4,3), (4,5), (5,4)}.
Vilka av egenskaperna reflexiv, symmetrisk, anti-symmetrisk och/eller transitiv har R?
b) Talet 209 &r skrivet pa decimalform. Skriv talet i bas 4.
¢) Hur manga injektioner f: {2,-1,0,3} — {1,4,-8,2,—1,0,3} finns det?

d) Bestim resten 362! vid division med 11.



DEL I1

4. (4p) Bestdm hogstagradtermen i polynomet (27 + 722)'0 — (2° + 5)4.
(Hogstagradtermen i —428 + 22* + 5z — 3 #r —42%))

5. (4p) Los olikheten v/1 — 22 4 |1 — 22| < 1.

6. Lat M vara méngden av alla ord som kan bildas genom att kasta om bokstdverna i
ordet RAGGARGRANEN. (Orden AAAEGGGRRRNN och RAGGGRENARNA ligger i M, men inte
RAGGRENARNA).

a) (1p) Bestam |M|.
b) (3p) Hur manga av orden i M uppfyller alla tre villkoren nedan (samtidigt)?

(1) forsta bokstaven &r inte R,
(2) andra bokstaven &r inte A,
(3) tredje bokstaven ér inte G.

(Svaren far endast innehalla heltal, potenser, fakulteter, binomialtal, Stirlingtal och de fyra enkla
riknesétten.)

DEL I11

7. (4p) 160 identiska kulor ska fordelas i 3 olika lador A, B, C sa att ingen lada blir tom. Pa
hur manga séitt kan detta goras om vi kriaver att

e ingen lada far innehalla fler &n 60 kulor, och

e A och B far inte innehalla lika manga kulor.
(Svaret far endast innehalla heltal, potenser, fakulteter, binomialtal, Stirlingtal och de fyra enkla
riknesétten.)

8. (4p) En f6ljd av polynom definieras rekursivt av po(z) = 1, p1(z) = 1+, pa(x) = 1 + 22
och

Prt1(w) = pn—2(x) - pu(z) + po—1(z), forn >2.
Bevisa med induktion eller stark induktion att sgd(pn(x), pnyi(x)) = 1, d.v.s. att p,(x) och
Pn+1(x) inte har nagra gemensamma delare forutom konstanter for alla n > 0.
(Kom ihag att sgd(f, g) betecknar stérsta gemensamma delaren till f och g.)

9. (4p)

a) Ge exempel pa en injektion f: P(Z) — R.

b) Ge exempel pa en surjektion g : R — R x R.
Motivera noggrant varfor funktionerna ar surjektioner respektive injektioner.
(Kom ihag att P(Z) &r potensméngden till Z.)
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SF1671 Matematik, baskurs, med diskret matematik
Losningsforslag till tentamen, 23 oktober 2024

DEL I

1. (a) Bestim inversen till 659 i Zggs4.
(b) Skriv 2024 = (2024);0 i basen 8.

Losningsforslag.
(a) Vibehover 16sa 6592 + 2024y = 1. Euklides algoritm ger

2024 = 659 - 3 + 47
659 =47-14+1
och baklinges
1 =659 — 4714 = 659 — (2024 — 659 - 3) - 14
=659 -43 — 2024 - 14.
Alltsd dr 659! = 43.

(b) Vi beridknar resten av 2024 vid upprepad division med 8.
2024 =8-25340

253 =8-31+5
31 =8-3+7
3=8-0+3

Allts dr 2024 = (3750)s.

Svar. (a) 659~ = 43 och (b) 2024 = (3750)s.

(2p)
(2 p)
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2. Bestdm alla x for vilka olikheten
In(x+1)+1In3 <In(3 —2z) + In(z + 2)
ar uppfylld. 4p)
Losningsforslag. Vi observerar forst att eftersom Iny dr definierad for y > 0 sa dr bada

sidor definierade dd —1 < x < 3. Eftersom e” ir en vixande funktion sa ir VL < HL
precis da eVl < efl, vilket genom log-lagar ger:

(z+1)-3<B—2)-(z+2) <<= 2°+22-3<0.

Rétterna till 22 + 2o — 3 d&r x = —3 och z = 1. For stora x och stora negativa x ir
2?2 + 22 —3 > 0sd 2? + 22 — 3 < 0 precis dd z € [—3, 1]. Eftersom den ursprungliga
olikheten dr definierad da = € (—1, 3) sa far vi att olikheten &r uppfylld for xz € (—1, 1].

Svar. Olikheten &r uppfylld for alla z € (—1, 1].

3. Pa denna uppgift krdvs bara svar (ingen motivering).
(a) Hur méanga sexbokstavsord kan man skriva med bokstdverna PAPAYA?

(Svara med ett heltal.) 1p)
(b) Du kastar en rod och en bla sexsidig tdarning och far r och b. Vad dr sannolikheten att

r + b dr udda om du vet att rb dr jamn? 1p)
(c) Relationen R pa Zs definieras av att x R y om = — y = 0 eller z — y = 1. Vilka av

egenskaperna: reflexiv, symmetrisk, antisymmetrisk och transitiv har R ? 1p)
(d) Bestdm antalet element i mingden P({1,2,3}) \ (P({1,2}) UP({1,3})).

(Svara med ett heltal.) 1p)

Losningsforslag.
6 ! 5

(a) (3,2,1) = % = % = 60.

(b) Det ir bara pariteten hos r och b som spelar roll och sannolikheten att en sexsidig
tdrning dr udda/jamn dr 50 %. Vi har lika stor chans for de fyra utfallen (u, u), (u, j),
(7,u), (4,7)- Av dessa s dr produkten jamn i de tre sista fallen. Av dessa dr summan
udda i tva fall. Vi har alltsé sannolikheten 2/3.

(c) Vihar att xt — x = 0 for alla x sa ‘R ar reflexiv. Den ar inte symmetrisk da 1 R 0
medan 0 R 1. Den &r antisymmetrisk ty om x R y och y R x sa dr antingen x = y
eller t —y = 1 och y — x = 1 och det senare dr omgjligt da 1 # —1 i Zs. Relationen
ar inte transitiv ty 2 R 1 och 1 R 0 men 2 R 0. Alltsa dr R enbart reflexiv och
antisymmetrisk.

(d) Méngden #r {0, {2,3}} vilken har tvéa element. Eller med inklusion och exklusion:
P({1.2.31)] — [PUL 21| — [P({1,3))] + [P{1})| = 8 — 4 — 4+ 2.

Svar. (a) 60 (b)2/3 (c) reflexiv och antisymmetrisk (d) 2.
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DEL II

4. Lat f,, vara det nte Fibonaccitalet, dvs, fo = 0, fi = 1 och f, = f._1 + fn._o for alla
n > 2. Visa att

for alla heltal n > 0.

Losningsforslag. Lat P(n) vara pastiendet att f& + fZ + -+ + f2 = fufoy1. Vi visar att
P(n) giller med hjilp av induktion. Fér n = 0 har vi att fZ = 0 och fof; =0-1=0sa
P(0) dr sant. Antag nu att P(k) dr sant for nagot k € N. Da r:

(fo+fi+ -+ D)+ feor = Teforr + fror = (Fe + fie) forr = frra it
Alltsa dr P(k + 1) sant. Enligt induktionsprincipen &r alltsd P(n) sant for alla n > 0.

5. 100 identiska kulor ska fordelas pa 5 numrerade lador sd att varje lada har minst 10 kulor
och max 40 kulor. Pa hur manga sitt kan detta goras? 4p)
(Svaret far innehélla heltal, potenser, fakulteter, binomialtal, Stirlingtal och de fyra riknesitten.)

Losningsforslag. Vi borjar med att dela ut 10 kulor till varje 1ada. Da har vi 50 kulor kvar
att dela ut. Detta kan goras pa
20+5—1
5—1

sétt (stars-and-bars med 50 kulor och 5 — 1 avskiljare som ska viljas bland 50 4 (5 — 1)
positioner).

Bara en lada kan ha fler dn 40 kulor. Antalet fall dir lada 1 har fler dn 40 kulor kan
vi berdkna genom att forst dela ut 41 4+ 10 + 10 4 10 + 10 kulor och sedan fordela de
resterande 19 kulorna vilket kan goras pa

194+5—-1
)
sitt. Totala antalet sétt blir nu
(50+5—1) _5<19+5—1> _ (54) _5(2?))
5—1 5—1 4 4 )

Svar. (544) - 5(25) (: 54~53~52~51—Qi~23-22-21-20 — 271976)
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6. Los olikheten
2% + 172 > 112% + 6. (4 p)

Losningsforslag. Olikheten ér ekvivalent med
20° — 112* 4+ 172 — 6 > 0.

Vi soker rationella rotter. Mojliga rotter dr enligt rotkriteriet j:§ ddr p | 6 och ¢ | 2 vilket
ger i{%, %, 1,2,3,6}. Vi finner att

ar rotter. Detta ger faktoriseringen
(2x — 1)(z — 2)(z — 3) > 0.
Vi har foljande teckentabell (inga dubbelrotter sa teckenbyte vid varje nollstélle)
x| 1/2 2 3
VL \ - 0 + 0 — 0 +
sd olikheten giller dd z € [3,2] U [3, 00).

Svar. Olikheten giller da % <z <2eller3 <.
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DEL III

7. Bestdm alla 16sningar till ekvationen cos(arcsin z) = tan(arcsin z). 4 p)

Losningsforslag. Ekvationens sidor ir definierade for € [—1, 1]. Vi har att sin(arcsin ) =
2 for alla z. Vidare ar

cos(arcsinz) = \/1 — sin?(arcsinz) = V1 — 22

och ) .
tan(arcsin z) sin(arcsin ) x
an(arcsinz) = = .
cos(arcsinz) /1 — a2

Detta gar ocksa att se genom att rita upp en ritvinklig triangel med hypotenusa 1 och

kateter z och v/1 — 2.

Detta ger ekvationen

VAR ———
V1—2?
Vilket i sin tur ger ekvationen
—1++v5
l-2°=1 <<= 2*+r-1=0 < x:T\/_.

Vi noterar att 2 < /5 < 3 vilket ger

_2<_1;\/5<_§
2 2

och

2 2
Alltsa dr ekvationen endast definierad for den andra 16sningen.

1 —14+5
<i<1.

Svar. Ekvationen har den unika I6sningen x = %
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8. Bestidm alla naturliga tal n sa att 10 | 3" + 4™ 4 5™. 4p)
Losningsforslag. Att 10 | 3" 4+ 4™ + 5" dr detsamma som att 3" + 4™ + 5" dr delbart med 2
och 5, dvs
3"+4"+5"=0 (mod 2)
3"+4"+5"=0 (mod b).
Vi har att
F"HAT " =1"+0"+1"=2=0 (mod 2).
och att

3"+4"+5"=3"+(-1)"+0" (mod 5).
Fermats lilla sats ger att 3* = 1 (mod 5). Vi delar nu in i foljande fall:
(@) n = 4k.Da dr 3" = (3*)* =1 (mod 5) och (—1)" = 1 och

3"+4"+5"=1+140=2 (mod 5).
(Omn=k=0saarb5" =1ochvifarl+ 14 1 = 3istillet for 2.)
(b) n =4k + 1. Dadr3" = (39 -3 =3 (mod 5) och (—1)" = —1 och
3" 44" +5"=3-140=2 (mod 5).
(c) n =4k + 2. Dadr3" = (3)*-32 = —1 (mod 5) och (—1)" = 1 och
3"+4"+5"=-14+1+0=0 (mod 5).
(d) n =4k + 3. Dadr 3" = (3%)*. 3> =2 (mod 5) och (—1)" = —1 och
3"+4"+5"=2-140=1 (mod b).
Alltséd dr 10 | 3" 4+ 4" 4 5" precis ndr n = 2 (mod 4).

Svar. n =2 (mod 4).
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9. Bestim antalet funktioner f: {1,2,...,10} — {1,2,...,7} som ir surjektiva och som
uppfyller f(1) =1, f(2) = 2, f(3) = 3. “p)

(Svaret far innehélla heltal, potenser, fakulteter, binomialtal, Stirlingtal och de fyra riknesitten.)

Losningsforslag. Lat X vara mingden av alla funktioner som uppfyller f(1) = 1, f(2) =
2, f(3) = 3 (alltsd utan villkoret att f &r surjektiv). Vi kan vilja f(4),..., f(10) pa
totalt 77 sétt s& |X| = 77. Vi tar nu och ridknar hur manga som inte #r surjektiva med
inklusion/exklusion. Fori = 4,5, 6,7, 1at A; vara miangden av funktioner dér ¢ inte dr med
i viirdeméngden. Detta innebir att f(4), ..., f(10) kan viljas pa 67 sitt. PA samma siitt
ar A; N A; midngden av funktioner dir varken ¢ eller j dr med i virdeméngden och dessa
utgdr 57 stycken, osv. Detta ger

| X| = [Ay| = = |A7| + |As N As| + -+ |Ag N A7 — -+ Ay N A5 N Ag N Ay
4 4 4 4
=77 _ .67 BT 47 .37 (= 109200.
7 (1) 6+(2> 5 <3> +1,) 3" (=109200)
Losning 2: Vi gor en fallindelning: 1at @ vara hur manga av 4, 5,6, ..., 10 som tar virden

bland 1,2,3. Da ar @ = 0, 1,2, 3. Att vilja de a stycken tal av 4,5,...,10 som ska ta
virden bland 1,2, 3 kan vi gora p () sitt. Deras virden kan vi vilja pa 3 sitt. Ovriga
element ska ge en funktion till {4, 5,6, 7} som &r surjektiv vilket kan goras pa 4! - S(7 —
a,4) sitt. Detta ger

(1) aseae () st asons (]) 8560

7
+(3) -3%-41-5(4,4)  (=24(350 4 21 - 65 + 189 - 10 + 945) = 109200.)

Losning 3: Vi gor en fallindelning: 1at aq, as, az vara antalet element i definitionsmingden
som f tar pa 1, 2 respektive 3.
® a; = ay = a3 = 1, dvs det dr enbart 1,2, 3 som gér pa 1, 2, 3. Resterande virden kan
da viljas pa 415(7, 4) sitt.
e En av a; > 1 6vriga a; = 1. DA kan resterande virden viljas pa 5!5(7, 5) sitt.
e Tva av a; > 1 och den tredje a; = 1. Da kan resterande vérden viljas pa 6!5(7,6)
satt.
e Allatre a; > 1. Da kan resterande vérden viljas pa 7!5(7, 7) sitt.
Detta ger

41.5(7,4) + G) 51 8(7,5) + (‘;’) 61 5(7,6)+ 71 S(7,7)

= 41(5(7,4) + 15 - S(7,5) + 90 - 5(7,6) + 210)
(=24(350 4 15 - 140 + 90 - 21 + 210) = 24 - 4550 = 109200.)
7



SF1671 Baskurs med diskret matematik ~ Ldsningar 2024-10-23

Losning 4: Om vi har en partition av {1,2,...,10} i 7 delar dér 1, 2 och 3 &r i olika delar
sa kan vi kalla dessa delar 1, 2 och 3 och direfter numrera resterande 4 delar som 4, 5,6, 7
pa 4! olika sitt. Detta ger en surjektiv funktion som Onskat.
Antalet sadana partitioner ges av inklusion-exklusion. Lat X vara midngden av alla par-
titioner av {1,2,...,10} i 7 delar. Det finns S(10, 7) sadana.
e Lit A;; C X vara partitionerna dér ¢ och j dr i samma del. Det finns S(9, 7) sddana
partitioner (fas genom att betrakta ¢ och j som en enhet).
e Lat A;;, C X vara partitionerna dér ¢, j och k @r i samma del. Det finns S(8,7)
sadana partitioner.
Vi har da
| X N (AU Az U Ags)| = [ X — [Asa| — |Aus| — [Ags| + [A12 N Ay
+ [A1g N Ags| + [A13 N Agz| — [A1a N Az N Ags
= |X| = [Avz| — |Aus| — [Azs] 4 2| Aras]
= 5(10,7) —35(9,7) +25(8,7)
och det slutliga antalet surjektiva funktioner ges av
4l . (S(lO,?) —35(9,7) +25(8, 7))
(: 24 - (5880 — 3 - 462 + 2 -28) = 24 - 4550 = 109200)
Observera att A12 N A13 = A12 N A23 = A13 N A23 = A12 N A13 N A23 = A123, dérav blir
det sammanlagt 2 = 3 — 1 stycken A;,3 i inklusion/exklusionen.

Svar. 77— (}) -6 +(3)-57—<) T+ (1) 3
=41((]) 3"~ S(7,4)+ (7) - 3" - S(6,4) +
= 41(S(7,4) + 15 - 5(7,5)+9o S(7,6) +
= 41(5(10,7) = 3-58(9,7) +2- 5(8,7))
= 109200

( ) 2.8(5,4) + () -3%- S(4,4))
21

0)
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SF1671 Matematik, baskurs, med diskret matematik
Losningsforslag till tentamen, 18 december 2024

DEL I

1. Los ekvationen

1
cos(4zx) = 2sin(2z) — 5

Losningsforslag. Vi anvinder cosinus for dubbla vinkeln:
cos4x = (cos2z)? — (sin 27)? = 1 — 2(sin 22)?

vilket ger ekvationen
1 3
1—%@&@2:2mux—§ = ﬂmm@2+2mmx—§:0

och alltsa

1 1 3 1

N2 = —— 4o+ o= =41

SN 27T 9 4 1 9

Eftersom sin 2z € [—1, 1] 4r endast sin 2z = 1 méjligt. Detta ger

+

20 = g + 27k eller 2x = %T + 27k
for nagot heltal k&, dvs:
5
l‘:1+ﬂk eller = = —ﬂ——l—ﬂ'k‘

12 12
for nagot heltal &.

Svar. © = Z + 7k eller x = 22 + 7k for ndgot k € Z.

(4p)
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2. Bestdm alla 16sningar till ekvationen 1052 = 6 1 Zgys. 4p)

Losningsforslag. Vi skriver om det som en diofantisk ekvation
1056z + 342y =6
Euklides algoritm ger
342 =105 -3 + 27
105 =27-3+ 24
27=24-143
24=3-8+0.
Alltsé dr sgd (105, 342) = 3. Eftersom 3 | 6 finns 16sningar. Euklides algoritm “baklinges”
ger en 16sning till 105a 4 342b = 3.
3=27—24=27—(105—27-3)
=105-(—1)+27-4=105-(—1)+ (342 —-105-3) - 4
=342-4+105- (—13) (= 1368 — 1365).

Alltsa dr a = —13 och b = 4 en 16sning. Alla 16sningar till 105z + 342y = 3 - 2 ges nu
enligt kédnd sats av

342

105

dir k£ dr ett heltal. Till den ursprungliga ekvationen i Zs4o ricker det att hitta alla I6sningar
med z i intervallet 0,1, ...,341. Dessa motsvarar k = 1, k = 2 och k& = 3 vilka ger
x =88, x = 202, x = 316.

Svar. x = 88, x = 202 och = = 316.

3. Pa denna uppgift krdvs bara svar (ingen motivering).

(a) Giller A\ (BNC)=(A\B)Nn(A\ C) for alla mingder A, B, C? (1p)

(b) Beriikna 2% i Z,,. (1p)

(c) Skriv upp sanningstabellen for p V ¢ — —q. 1p)

(d) Bestdm antalet injektiva funktioner {a, b, c} — {1,2,3,...,10}. 1p)
Losningsforslag.

(@) Nej, tex A = {1,2}, B = {1}, C = {2}.Dadar A\ (BN C) = {1,2} medan
(A\ B)N (A\ C) = 0. (Ddaremot giller A\ (BUC) = (A\ B)n (A\ C) och
AV(BNC) = (A\ B)U(4\ C))

(b) 17 ér ett primtal s& 2'6 = 1 enligt Fermats lilla sats. Alltsd dr 2'9° = (216)6 . 24
116 = 16. Alternativt kan man utnyttja att 2* = 16 = —1 sd 2! = (24)?
(—-1)» = -1 =16.

2
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(©
p qlpVg —q|lpVg— g
00| 0 1 1
01/ 1 0 0
10/ 1 1 1
1 1] 1 0 0
(d) 10-9-8 = 720.
DEL II

4. Talfoljden {a,, },>o definieras genom rekursionen
ap = 20p_1 + 30p_o+8, n>2
dir ag = 0 och a; = 4. Visa med hjilp av induktion att
a, =2(3"—1)
giller for allan > 0. 4p)

Losningsforslag. Lat P(n) vara pastaendet att a,, = 2(3" — 1). Vi har tva basfall n = 0 och
n=1:

VL =ag=0 HL=23"-1)=0
VL=a; =4 HL =2(3' — 1) = 4.
Alltsé giéller P(0) och P(1).

Lat nun > 2 och antag att P(n — 2) och P(n — 1) ér sanna. Da giller
Ap = 2Qp_1 + 3Ap_o + 8
=431 —1)+6(3"*—1)+8
=12-3"%-44+6-3"%-6+8
=18-3"%2-2=2(9-3"2—1)
=2(3" — 1).
Alltsa giller P(n).

Enligt induktionsprincipen giller darfor P(n) for allan > 0.
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5. En grupp med 6 (sdrskiljbara) vuxna och 5 (sérskiljbara) barn ska bilda 3 (onumrerade)
lag med minst 1 vuxen och 1 barn i varje lag. Pa hur manga sitt kan de gora det? For full
podng ska svaret ges som ett heltal. 4p)

Losningsforslag. Vi borjar med att dela in de vuxna i 3 onumrerade lag och barnen i 3
onumrerade lag. Detta kan goras pa S(6, 3) - S(5, 3) sitt. Vi kan sedan para ihop lagen pa
3! sdtt. Sammanlagt far vi da:

5(6,3) - S(5,3) - 3!

satt.

Stirlingtalen kan beriknas via rekursionsformeln
S(n,1)=S(n,n) =1
S(n,k)=Smn—1,k—1)+kS(n—1,k).

Detta ger
S5(3,2) =5(2,1)+25(2,2)=1+2-1=3
S(4,2)=5(3,1)+253,2)=14+2-3=7
S(4,3) =5(3,2)+35(3,3) =3+3-1=6
S(5,2) =5(4,1)+254,2)=1+2-7=15
S(5,3) =5(4,2) +35(4,3) =7+3-6=25
S5(6,3) =S5(5,2) +35(5,3) =154+ 3-25 =90
eller som en tabell:
1 2 3
111
211 1
311 3 1
411 7 6
511 15 25
61 31 90
Alltsa far vi
S(6,3)-S5(5,3)-3=90-25-6 = 13500.
Svar. 13500
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6. Lat f(z) = 22* + 62% + 4 och g(x) = 2* — 323 + 322 — 32 + 2.
(a) Anvind Euklides algoritm for att bestimma den storsta gemensamma delaren till f(x)

och g(z). 2p)
(b) Bestdm for vilka z € R som f(z) > g(x). 2p)
Losningsforslag.

(a) Euklides algoritm ger
20t + 627 + 4 = (2* — 32° + 32> — 3v +2) - 2 + (62° + 67)

1
ot —32% + 32 - 32 +2 = (6x3+6m)-6(x—3)—|—(2x2+2)
62° + 62 = (22% + 2) - (3x) + 0.
Den storsta gemensamma delaren ér den sista resten som inte dr 0, multiplicerad med
en konstant som gor resten monisk, dvs 1 (222 + 2) = 2% + 1.
(b) Vi faktoriserar den storsta gemensamma delaren ur polynomen

flz) = (2* +1)(22° + 4)

g(x) = (2* +1)(2* — 32 +2)
vilket ger

f(x)—g(z) = (2 + D) (2* +32+2) = (2 + 1)(z + 1)(x +2).

Eftersom % + 1 > 0 for alla z sd dr f(x) — g(z) > 0 precis da (x + 1)(xz + 2) > 0.
Vi gor en teckentabell:

T | —2 —1

r+1 - - = 0 +
T+ 2 - 0 + + +
(x+1)(z+2)|+ 0 — 0 +

Alltsa dr f(x) > g(x) precisda x < —2eller x > —1.

Svar. (a)2?+1 (b)x € (—oo0,—2]U[-1,00)
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DEL III
7. Lat f(x) = e* — e ™.
(a) Visa att f dr injektiv. 1p)
(b) Bestdm en invers till f. Gp

Losningsforslag.
(a) Eftersom e” ir strikt vixande dr e~ strikt avtagande och —e™* strikt viixande. Alltsa
ar f(z) = e* — e~ 7 strikt vixande och ddrmed injektiv.
(b) Laty = e* — e~ *. Vi ska bestamma x som en funktion av y. Vi multiplicerar med e”*
vilket ger
ye =e** —1 <= (") —yle”)—1=0.
Detta ger
e _ Y Y yEVy +4
R i N

Eftersom e” > 0 maste hogerledet vara positivt. Eftersom /4% + 4 > |y| dr hogerledet
positivt precis da vi véljer + och inte —. Alltsa &r

1N y+ Yy +4
/ (y)_l‘—ln<#>.

Definitions- och virdemingden hos f dr R (eftersom e* — oo ndr x — oo och
e® — 0 nir z — —oo) si detsamma giller hos 1.

(Kommentar: f(x) = 2sinhz och f~!(y) = arcsinh £.)

Svar. f~}(z) =1n <”T‘/m> .
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8. Lat X = P({1,2,3,4,5,6}) vara potensméngden av {1,2,3,4,5,6}. Infor foljande re-
lation ~ pa X: om A, B € X sa ir A ~ B om minsta gemensamma multipeln av alla
elementen i A dr lika med minsta gemensamma multipeln av alla elementen i B. (Tomma
mingden har minsta gemensamma multipeln 1.)

(a) Visa att ~ ir en ekvivalensrelation. 1p)

(b) Bestim antalet ekvivalensklasser. 3p)
Losningsforslag.

(a) Lat mgm(A) beteckna minsta gemensamma multipeln av elementen i A. Da dr A ~

B om och endast om mgm(A) = mgm(B). Relationen ir reflexiv (A ~ A) ef-

tersom mgm(A) = mgm(A). Den dr symmetrisk (A ~ B medfor B ~ A) eftersom
mgm(A) = mgm(B) medfor mgm(B) = mgm(A). Den ér transitiv (A ~ B ~ C
medfér A ~ () eftersom mgm(A) = mgm(B) = mgm(C) medfor mgm(A) =
mgm(C).

(b) Ekvivalensklassen av A bestar av alla B med mgm(B) = mgm(A). Om till exempel
mgm(A) = 4 far vi ekvivalensklassen

[A] = ({4}, {1, 4}, {2, 4}, {1,2,4}}.
Antalet ekvivalensklasser ér alltsd antalet olika virden pa mgm(A) for A € X.

Vi har primtalsfaktorerna 2, 3 och 5 bland talen 1, 2, 3, 4, 5, 6 och endast 2 forekommer
med repetition: 4 = 22, De minsta gemensamma multiplerna som kan komma i friga
ar darmed m = 293%5¢dir 0 < 0 < 2,0 < b <1loch0 < ¢ < 1.En méngd med
minsta gemensamma multipel m dr mingden A = {22 3% 5°}. Alltsd forekommer
alla dessa minsta gemensamma multipler hos ndagon midngd A € X. Antalet ekviva-
lensklasser blir dirmed 3 - 2 - 2 = 12 stycken.

Svar. (b) Antalet ekvivalensklasser dr 12 stycken.
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9. Fem (sarskiljbara) barn ska dela pa 18 (identiska) kakor. De ska fa minst 2 kakor var och
ingen far ta fler an 4 kakor. Det kan bli kakor 6ver. Pa hur manga sétt kan kakorna fordelas?
For full podng ska svaret ges som ett heltal. 4p)

Losningsforslag. Vi borjar med att dela ut 2 kakor var och har da 8 kakor kvar. Lét a; vara
antalet ytterligare kakor som barn ¢ far. Da blir problemet att hitta antalet 16sningar till
a1+ as+taz+as+as <8 0<a; <2, Vi
Vi infor antalet 6verblivna kakor ¢ = 8 — (a; — as — ag — ag — a;). Da far vi
a1+ as+as+as+as+c=8 0<a; <2, Vioch(0<ec.

Utan begrinsningen a; < 2 dr det frigan om antalet svaga kompositioner av 8 i 6 delar.
Det dr fragan om stars-and-bar med 8 stjdarnor (kakor) och 6 — 1 pinnar att fordela pa
8 + 6 — 1 positioner: (x x x| | * x| * | * | ) vilket gar att gora pa
8+6-1\ 13-12-11-10-9
6-1 )  5-4-3-2-1
Lat A; vara miangden av de fordelningar dir a; > 3. Detta dar detsamma som att forst
dela ut 3 kakor extra till barn ¢ och sedan fordela resterande 8 — 3 = 5 kakor pa 5 barn och
ett fat vilket kan goras pa
5+46—-1\ 10-9-8-7-6
6-1 ) 5-4-3-2-1
Betrakta nu méngden A; N A; (¢ # j) av fordelningar ddr a;, a; > 3. Om vi borjar med
att dela ut 3 kakor extra till barn 7 och j sa ska vi fordela resterande 8 — 3 — 3 = 2 kakor
pa 5 barn och ett fat vilket kan goras pa
2+6-1\ 7-6-5-4-3
6-1 ) 5-4-3.2-1
Mingden A; N A; N Ay, (med 4, 7, k distinkta) av fordelningar med a;, a;, a;, > 3 &r tom
eftersom vi bara har 8 < 3 - 3 kakor kvar att dela ut.
Med inklusion och exklusion far vi nu totala antalet fordelningar:

1287 — 5252 + (5) - 21 = 1287 — 1260 + 210 = 237.

=13 -11-9 = 1287 siitt.

=9-4.7 =252 sitt.

= 21 sitt.

Alternativ 1osning genom fallindelning enligt nedan
e 4 barn far 4 kakor och det femte barnet 2 kakor. Kan géras pa () sitt.
e 3 barn fér 4 kakor och de dvriga tvé far 2 eller 3 kakor. Kan goras pé (3) - 27 siitt.
e 2 barn fér 4 kakor och de dvriga tre fir 2 eller 3 kakor. Kan goras pa (3) - 23 sitt.
e 1 barn fér 4 kakor och de dvriga fyra fér 2 eller 3 kakor. Kan goras pa (3) - 24 siitt.
e Alla fem barn fir 2 eller 3 kakor. Kan goras pa 2° sitt.

Detta ger sammanlagt 5 4 10 -4 + 10 - 8 45 - 16 + 32 = 237 siitt.

Alternativ 16sning 2. Lat varje barn vilja mellan 2, 3 eller 4 kakor. Det kan goras pa

3% = 243 siitt. Av dessa har foljande fall anvint mer 4n 18 kakor.
8
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e 19 kakor: 4 barn far 4 kakor och det femte barnet 3 kakor. Kan goras pa 5 siitt.
e 20 kakor: alla 5 far 4 kakor. Kan goras pa 1 sitt.
Detta ger 243 — 5 — 1 = 237 siitt.

Svar. 237 siitt.



