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C 3.5

In Exercises 1–12, evaluate the given expression.

2. cos−1
(−1

2

)
6. cos(sin−1 0.7)

10. sin
(
cos−1

(−1
3

))
12. tan(tan−1 200)

In Exercises 13–18, simplify the given expression.

14. cos(sin−1 x)

C 3.6

2. Verify the addition formulas

cosh(x+ y) = coshx cosh y + sinhx sinh y,

sinh(x+ y) = sinhx cosh y + coshx sinh y.

Proceed by expanding the right-hand side of each identity in terms of exponentials. Find
similar formulas for cosh(x− y) and sinh(x− y).

Extra (1)

Vinkeln v är spetsig och cos 2v = −1/9. Bestäm exakt värdet av cos v.

Extra (4)

Lös ekvationen sin(3x+ π
4 ) =

1√
2
.

Extra (5)

Om 2 cos(x+ π
6 ) = 1, vilka värden kan d̊a sinx anta?
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DM 2.4

Räkna upp elementen i mängden

{n | n är ett positivt udda tal mindre än 10}.

DM 2.7

Anta att vi upptäckt dels att A ⊆ B och dels att B ⊆ A. Vad kan vi dra för slutsatser om
förh̊allandet mellan A och B?

DM 2.12

L̊at universum U best̊a av siffrorna fr̊an noll till nio. Bilda mängderna A = {0, 1, 2, 3, 4, 5} och
B = {5, 7, 9}. Vilka av följande p̊ast̊aenden är sanna?

(a) B ̸⊆ A

(b) 3 ∈ B

(c) 7 /∈ B

(d) |B| = 3

DM 2.16

(a) Uttryck betydelsen i A∖B med hjälp av mängdbyggaren.

(b) Illustrera vad som menas i ett venndiagram.

(c) Det g̊ar att uttrycka A∖B med hjälp av de andra räknesätten. Gör det!

DM 2.21

(a) Illustrera de distributiva lagarna med venndiagram.

(b) Skriv formella bevis för lagarna.



DM 2.26

Ett register över avställda bilar inneh̊aller 1812 poster. Ett register över bilar som har automat-
fotograferats vid fortkörning inneh̊aller 1066 poster. Tillsammans inneh̊aller de b̊ada registren
2001 poster. Hur m̊anga bilar som egentligen är registrerade som avställda har änd̊a noterats vid
fortkörning?

Extra (1)

Hur m̊anga element inneh̊aller mängden {1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3}?

Extra (2)

Mängderna A, B, C ges av A = {1, 2, 3, 4}, B = {1, 3, 4, 7}, C = {1, 2, 4}.

(a) Ange mängderna A ∪B, B ∩ C, B ∖A, A∖B, P(C), C ×B.

(b) Avgör vilka av följande p̊ast̊aenden som är sanna och vilka som är falska: C ⊆ A∩B, C ∈
P(A), A ∈ P(B) ∪ P(C), C ×B ⊆ A×B. Motivera.

Extra (4)

Visa, dels med räknereglerna p̊a sidan 20 i läroboken (DM) och dels med ett Venndiagram, att
för godtyckliga mängder A,B gäller (

(Ac ∪Bc)∖A
)c

= A.

Minns att M ∖N kan uttryckas som M ∩N c.

Extra (7)

Vad är |P({∅, {∅}, {∅, {∅}}})| och |P({{∅, {∅}, {∅, {∅}}}})|? Ange alla element i P({∅, {∅}, {∅, {∅}}})
och i P({{∅, {∅}, {∅, {∅}}}}).

Egen uppgift

L̊at A = {a1, . . . , an} vara en ändlig mängd med n element.

(a) Antag att vi har valt ut m olika delmängder av A:

B = {A1, . . . , Am},

där m ≤ n. Definiera en ny delmängd C ⊆ A enligt

C := {ak | 1 ≤ k ≤ m och ak /∈ Ak}.

Visa att C /∈ B.

Ledning: För varje k, hitta ett element som är med i Ak men inte i C, eller vice versa, och
dra slutsatsen att Ak ̸= C.

(b) Använd resultatet i (a) för att visa att |P(A)| > |A|.
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DM 2.32

Rita ett Hassediagram för potensmängden P(A) till en mängd A med tv̊a element.

DM 2.40

Beskriv de mängder som ges av N ∪ Z+,N ∩ Z+,N \ Z+, Z \ N,N \ Z,N× N och Z× Z.

DM 2.45

Vad är egentligen R× R för n̊agot, och har du arbetat med den mängden n̊agon g̊ang?

DM 8.4

Rita grafen och matrisen till relationen R = {(a, c), (a, d), (b, b), (c, a), (c, c), (d, b), (d, e)}.

DM 8.24

Avgör om R1 = {(a, a), (a, b), (a, c), (a, e), (b, a), (b, b), (b, c), (b, e), (d, c), (d, d)} respektive R2 =
{(a, b), (a, c), (a, e), (a, e), (b, a), (b, b), (b, c), (b, e), (d, c), (d, d), (e, e)} är transitiva.

DM 8.25

Skriv p̊a svenska vad det skulle innebära om relationen kär-i var

(a) reflexiv.

(b) symmetrisk

(c) anti-symmetrisk

(d) transitiv.

Extra (2)

För vilka mängder av människor gäller att relationen ”är syster till” är symmetrisk?



Extra (5)

L̊at A = {1, 2, 3} och X = {B ⊆ A | 1 ∈ B eller 2 ∈ B}. Visa att relationen ⊆ p̊a X är
en partialordning. Finn alla minimala, minsta, maximala och största element i X med denna
ordning.

Extra (6)

L̊at A = {1, 2, 3, 4, 5}, och l̊at

R = {(1, 1), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (2, 5), (3, 1), (3, 3), (3, 4), (4, 1), (4, 3), (4, 4), (5, 2), (5, 5)}

vara en relation p̊a A. Visa att R är en ekvivalensrelation och bestäm ekvivalensklasserna.

Egen uppgift

En relationR p̊a en mängd A kallas för en välgrundad relation om det för varje icketom delmängd
S ⊆ A finns ett element m ∈ S s̊adant att mRs (det vill säga att (m, s) ∈ R) för alla s ∈ S.

En totalordning p̊a en mängd A är (definieras som) en partialordning ≤ som ocks̊a uppfyller
att det för alla x, y ∈ A gäller antingen att x ≤ y eller y ≤ x.

En välordning p̊a A är en totalordning som ocks̊a är välgrundad.

(a) Visa att en välgrundad partialordning automatiskt är en välordning.

(b) Visa att en totalordning p̊a en ändlig mängd automatiskt är en välordning.

(c) Ge ett exempel p̊a en totalordning som inte är en välordning.
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DM 3.9

Primfaktorisera 60, 61, 62, 63 och 64.

DM 3.15

Använd Euklides algoritm p̊a talen 100 och 70, för att kontrollera att den verkligen tar fram 10
(som man ser är den största gemensamma delaren).

DM 3.16

Talen 100 och 70 har största gemensamma delare 10. Uttryck 10 som linjärkombination av 100
och 70.

DM 3.46

Konvertera det binära talet 101010 till decimal notation och det decimala talet 101 till binär.
Konvertera sedan tillbaka talen till ursprungsnotationen och kontrollera att det blir det du star-
tade med.

Extra (1b)

Beräkna i bas 2:
k + l och m · n,

där
k = (218)10, l = (137)10, m = (89)10, n = (43)10.

Kontrollera additionerna med subtraktion.
Kontrollera slutligen resultaten genom att konvertera svaret till bas 10.



Extra (3)

Tag ett tresiffrigt tal m, där första och sista siffran i m är olika. Bilda ett nytt tal n genom att
ta m:s siffror i omvänd ordning (s̊a att t.ex. m = 385 ger n = 583).
L̊at p vara m − n om m > n, annars n − m. Bilda nu q genom att ta p:s tre siffror i omvänd
ordning (s̊a t.ex. p = 198 ger q = 891 och p = 99 ger q = 990).
Varför är p+ q = 1089, oberoende av valet av m?
Vad blir resultatet om man räknar i bas t?

Extra (4)

Visa att x|0 för alla x ∈ Z, men 0|x om och endast om x = 0. Här utg̊ar vi fr̊an den definition
av delbarhet som gavs p̊a föreläsningen, dvs för heltal a, b gäller att a|b om det finns q ∈ Z s̊a
att b = aq.

Extra (7)

L̊at k vara ett heltal. Visa att 3k+2 och 5k+3 är relativt prima, dvs att sgd(3k+2, 5k+3) = 1.

Egen uppgift

Vi kan introducera en relation R p̊a N genom att definiera att (a, b) ∈ R om och endast om a|b.

(a) Visa att denna relation är en partialordning.

(b) Vilka är de minsta, minimala, största och maximala elementen för N under denna partial-
ordning?

(c) Vilka är de minsta, minimala, största och maximala elementen för delmängden N\{1} ⊆ N?
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DM 3.19a

Hitta gcd och lcm för 408 och 672, och skriv gcd som linjärkombination av talen p̊a minst tv̊a
olika sätt.

DM 3.22

Det finns en sats som säger att om ett primtal p delar en produkt ab m̊aste det dela n̊agon av
faktorerna i produkten.

1. Hitta tre tal p, a och b, där p inte är ett primtal och där slutdelen i satsen inte heller gäller.

2. Hitta tre tal p, a och b, där p inte är ett primtal men där slutdelen av satsen gäller i allfall.

DM 3.26a

Lös den diofantiska ekvationen 8x+ 9y = 3.

Extra (7)

Använd aritmetikens fundamentalsats för att visa att om för a, b, c ∈ Z+ gäller att a2 = b · c2 s̊a
m̊aste b vara en perfekt kvadrat.

Extra (8)

Visa att för alla heltal n gäller att 6 | n5 + 5n.
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DM 3.31

Beräkna 27 · 35 (mod 12) p̊a samma sätt som i exemplet nedan, p̊a alla tre sätten. Vilket var
här enklast och vilket var kr̊angligast? (Använd inte räknare!)

Exempel fr̊an DM

Vi vill addera 27 och 35 modulo 12. Vi kan antingen börja med att addera talen och sedan
reducera modulärt

27 + 35 = 62 = 5 · 12 + 2 ≡ 2 (mod 12)

eller först reducera modulärt, därefter addera, och sedan reducera igen

27 + 35 = (2 · 12 + 3) + (2 · 12 + 11) ≡ 3 + 11 = 14 = 1 · 12 + 2 ≡ 2 (mod 12)

Fördelen med den här varianten var att vi fick mindre siffror att räkna med, nackdelen var att
vi fick reducera modulärt flera g̊anger. Vi skulle ocks̊a kunna göra s̊a här:

27 + 35 = (2 · 12 + 3) + (3 · 12− 1) ≡ 3 + (−1) = 2 (mod 12)

Det är fullt till̊atet att i mellanresultat g̊a över till negativa tal. Vi fick här lättare tal att räkna
med, och p̊a köpet slapp vi slutreduktionen. Ang̊aende notationen: Vi har använt vanligt ”=”
vid samband som gäller även vid normal räkning, och ”≡” vid de som bara gäller d̊a man räknar
modulärt. Vanligen reducerar man alla mellanresultat vid moduloberäkningar, s̊a att man f̊ar
sm̊a tal att arbeta med. Men hur vi än lägger upp räkningarna har kommer vi att f̊a samma
slutresultat: 2. Och p̊a precis samma sätt räknar man med subtraktion och multiplikation.

DM 3.38abc

Lös ekvationen 8x = 10

(a) i Z14

(b) i Z15

(c) i Z16

DM 3.43

I ”normal” räkning finns den viktiga räkneregeln nollfaktorlagen. Den säger att om en produkt
är noll s̊a m̊aste n̊agon av faktorerna vara noll; det g̊ar inte att multiplicera fram noll p̊a annat
sätt. Tittar man i multiplikationstabellerna i Figur 1 ser man att detta inte är givet i modulär
aritmetik.

(a) I tabellen för Z6 finns ett antal nolldelare, det vill säga tal andra än noll som kan va-
ra faktorer i noll. Förklara varför det alltid finns nolldelare om man räknar modulo ett
sammansatt tal.

(b) I tabellen för Z7 finns däremot bara nollor i nollans rad och kollumn. Förklara varför det
inte kan finnas nolldelare d̊a man räknar modulo ett primtal.



· 0 1 2 3 4 5
0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5
2 0 2 4 0 2 4
3 0 3 0 3 0 3
4 0 4 2 0 4 2
5 0 5 4 3 2 1

· 0 1 2 3 4 5 6
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5 6
2 0 2 4 6 1 3 5
3 0 3 6 2 5 1 4
4 0 4 1 5 2 6 3
5 0 5 3 1 6 4 2
6 0 6 5 4 3 2 1

Figur 1: Multiplikationstabeller för Z6 och Z7

DM 3.63

(a) Skriv upp additions- och multiplikationstabellen för Z8.

(b) Vilka tal har en invers, och vad är inversen?

(c) Hur m̊anga lösningar har ekvationen x2 = 1?

(d) Har du n̊agra kommentarer till svaret p̊a föreg̊aende uppgift?

Extra (1)

Finn alla heltal x s̊a att 16x ≡ 26 (mod 42).

Extra (3a)

Vad är sista siffran (i bas tio) för talet 322?

Extra (5)

Visa att om heltalen x, y, z uppfyller x3 + 3y3 = 9z3 s̊a är x = y = z = 0.

Egen uppgift

Antag att p är ett primtal, och l̊at a ∈ Zp \ {0}.

(a) Visa att a är inverterbart i Zp.

(b) Visa att funktionen f : Zp \ {0} → Zp \ {0} som ges av f(x) = a · x är bijektiv.

(c) Visa att

(a · 1) · (a · 2) · · · · · (a · (p− 2)) · (a · (p− 1)) = 1 · 2 · · · · · (p− 2) · (p− 1)

gäller i Zp, och förklara varför detta ger att ap−1 = 1 i Zp.

(d) Visa att a ≡ ap (mod p) gäller för alla a ∈ Z. Detta resultat kallas ibland för Fermats lilla
sats.
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DM 2.41

Med 2Z menas mängden {2n | n ∈ Z}. Beskriv i ord de mängder som ges av 2Z och Z \ 2Z.

DM 2.47

Visa att mängden A = {000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111} och B = P({1, 2, 3}) har samma
kardinalitet genom att skapa en bijektion mellan dem. Försök hitta n̊agon som är lätt att beskriva!
Anmärkning: Elementen i mängden A kallas binära strängar av längd 3.

DM 2.48

Visa att mängden jämna heltal är uppräkneligt oändlig, genom att konstruera en bijektion fr̊an
N.

DM 8.41

(a) Är f(x) = x3 injektiv om man räknar i Z7?

(b) Är ”kubikrot” ett meningsfullt begrepp i Z7?

Extra (1ab)

Avgör om sambandet f(x) = x2 definierar en injektiv, surjektiv, bijektiv och/eller inverterbar
funktion i följande fall

(a) f : R → R,

(b) f : R≥0 → R,

Här betecknar R≥0 de icke-negativa reella talen {x ∈ R | x ≥ 0}.

Extra (2a)

Är f : Z9 → Z9 injektiv, surjektiv, bijektiv och/eller inverterbar d̊a f(x) = x3 + 3x+ 7?

Extra (3)

Avgör om f : Z4711 → Z4711, f(x) = 1632x + 1792 är injektiv, surjektiv, bijektiv och/eller
inverterbar.

Extra (5)

Ge exempel p̊a mängder X,Y, Z och funktioner f : X → Y, g : Y → Z, s̊a att sammansättningen
g ◦ f : X → Z är en bijektion, trots att varken f eller g är det.
Lite sv̊arare: Samma uppgift, men med kravet att X = Y = Z.



Figur 2: Mängderna Cn, för n = 0, 1, . . . , 6.

Egen uppgift

L̊at A vara en mängd.

(a) Finns det n̊agon injektion (injektiv funktion) f : A ↪→ P(A)?

(b) Finns det n̊agon surjektion (surjektiv funktion) f : A ↠ P(A)?

Ledning: Tillhör B = {a ∈ A | a /∈ f(a)} ⊆ A värdemängden för f?

(c) Visa att |P(A)| ≠ |A|.

(d) Betrakta det slutna intervallet C0 = [0, 1]. Om vi tar bort den mittersta tredjedelen av
intervallet, där den del som tas bort är ett öppet intervall, f̊ar vi en union av tv̊a slutna
intervall,

C1 = C0 \ (1/3, 2/3) = [0, 1/3] ∪ [2/3, 1].

Motsvarande kan upprepas p̊a varje del av C1, vilket resulterar i en union av fyra slutna
intervall,

C2 = ([0, 1/3] \ (1/9, 2/9)) ∪ ([2/3, 1] \ (7/9, 8/9))
= [0, 1/9] ∪ [2/9, 1/3] ∪ [2/3, 7/9] ∪ [8/9, 1].

Genom att upprepa denna process f̊ar vi mängder Cn, där Cn är en union av 2n stycken
slutna intervall som f̊as genom att ta bort den mittersta tredjedelen (som tolkas som ett
öppet intervall) p̊a varje slutet intervall som Cn−1 best̊ar av, se Figur 2. Snittet C =⋂∞

n=1 Cn kallas för Cantormängden. Notera att C ⊆ R.
Visa att det finns en injektion P(N) ↪→ C, och därmed en injektion P(N) ↪→ R.
Ledning: L̊at A ⊆ N, och definiera dk = 0 för de värden p̊a k där k /∈ A, och dk = 2 för
de k där k ∈ A. I basen tre definierar detta ett tal x = (0,d0d1d2d3 . . . )tre. Om vi för varje
A ⊆ N kallar det resulterande talet x för g(A) definierar detta en funktion g : P(N) → R.
Visa att g(A) ∈ C för alla A ⊆ N, och visa att om A1, A2 ⊆ N och A1 ̸= A2, s̊a finns ett k
s̊adant att g(A1) och g(A2) ligger i olika delintervall i Ck.

(e) Visa med hjälp av resultaten fr̊an (c) och (d) att |N| ≠ |R|.
Ledning: Antag att det existerar en bijektion N ∼−→ R, och visa att detta leder till att
|N| = |P(N)|.


