Losningsforslag till ALA 2.3.11

Uppgift

Om L &r en isomorfi fran V till W (dér vi antar att V och W dr k-vektorrum, dir k = R eller k£ = C), visa att
L~ &r vildefinierad (existerar) och att L™! #r en isomorfi fran W till V.

Losningsforslag

Eftersom L &r en isomorfi dr den linjar och bijektiv. For varje w € W finns det alltsa en unik v € V som
uppfyller Lv = w, och vi definierar L~'w = v. Detta definierar en avbildning L=! : W — V, eftersom varje
w € W har exakt en motsvarande v € V. Detta visar att L' existerar.

For varje v € V finns det ett w € W som uppfyller L™ w = v, nimligen w = Lv. Alltsa #r L' surjektiv.
Om wy,wy € W uppfyller L™ w; = L™ ws, s& dr wy = L(L"w;) = L(L ™ wy) = wa, och alltsd #r L~ injektiv.
Detta visar att L=! &r bijektiv.

Det aterstar att visa att L~! &r linjar. Om wq,ws € W, sd &r

L(L_l(wl + ’U)g)) = w1 + W9 = L(L_lwl) + L(L_lwg) = L(L_lwl + L_lwg),
dér vi i sista steget anvinde att L dr linjir. Eftersom L &r injektiv innebér det att
Lil(’wl + ’LU2) = Lilwl + Lilwg,

vilket géller for alla wy,wy € W.
Antag nu att ¢ € k och w € W. Da ar

L(L™Ycw)) = cw = ¢ L(L™ Y (w)) = L(c L™ (w)),

dir vi i sista steget anviinde att L dr linjir. Eftersom L &r injektiv #r darfor L= (cw) = ¢ L™ w, vilket giller
for alla ¢ € k och w € W. Detta visar att L~ #r linjér.



