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1. VEKTORRUM OCH BASER

Malet for idag.

e Repetition fran SF1672 Linjdr algebra nér det géller
— Vektorrum
— Delrum
— Linért oberoende och baser
— Koordinater och basbyten
e Nya perspektiv
— Skalarer fran godtyckliga kroppar
— Oiéndligdimensionella vektorrum
e Nya begrepp
— Direkt summa V W

Vektorrum.

Definition 1.1. Ett vektorrum &r en méngd V med addition och ett speciellt element 0 och en
multiplikation med skaldrer som uppfyller foljande

o Additionen gor V till en abelsk grupp dvs
— (kommutativ) X+y =y+Xx
— (associativ) (x+y)+z=x+(y+z)
— (identitet) x+0=0+x=x
— (invers) VxJdy: x+y=y+x=0 (viskrivery = —x)
e Skalirerna utgér en kropp' och multiplikationen med skaléirer uppfyller
— (associativ) (ab)x = a(bx)
— (distributiv vinster) (a +b)x = (ax) + (bx)
— (distributiv hoger) a(x+y) = (ax) + (ay)
— (identitet) Ix =x

Exempel 1.2. Foljande dr vektorrum.

R”" (med reella skaldrer) och C" (med reella eller komplexa skalirer)

R[x] vilket betecknar alla polynom med koefficienter i R.

R[x]<, vilket betecknar alla polynom av grad < n.

C%(|a,b]) vilket betecknar funktioner [a,b] — R vars dte derivata ir kontinuerlig.

Datum: 2024-10-28.
Ldvs upptyller de riknelagar vi kan for Q, R och C
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Kroppar.

Definition 1.3. En kropp &dr en méngd k med addition och multiplikation och speciella element
0 och 1 som uppfyller

o Additionen gor k till en abelsk grupp dvs

—a+b=b+a
- (a+b)+c=a+(b+c)
-a+0=0+a=a

- VYadb:a+b=b+a=0.
e Multiplikationen gor k* = k\ {0} till en abelsk grupp dvs

— ab=ba
- (ab)c = a(bc)
- l-a=a

- Va#03b: ab=ba=1.

e Addition tillsammans med multiplikation uppfyller de distributiva lagarna
- (a+b)c = (ac)+ (bc)
- a(b+c) = (ab) + (ac)

Exempel 1.4. Ni kénner alla till de rationella talen QQ, de reella talen R och de komplexa talen
C. Det finns dven dndliga kroppar. Om p ér ett primtal sa dr heltalen modulo p, vilket betecknas
F,=7%/pZ ={0,1,2,...,p— 1}, en kropp. I F,, identifierar vi tva heltal x och y om p delar
x—y, dvs om x och y dr kongruenta modulo p. I tex F, sadr 1+1=2=0och i [F3 sa &r
I1+1=2=—-1och2-2=4=1.

Vi identifierar en kropp k med det 1-dimensionella vektorrummet k!.

Delrum.

Definition 1.5. En delmingd W C V utgdr ett delrum av V om restriktionen av addition och
multiplikation med skalir till W gor W till ett vektorrum.

Sats 1.6. En delmdngd W C 'V utgor ett delrum av V om och endast om

e 0cW,
e x+ycWomxycW,
o ax c Womx e W och a dr skaldr.

Vi sédger att W ar slutet under addition och multiplikation med skalar.

Exempel 1.7. Varje vektorrum har det trivial delrummet {0} C V och det odikta delrummet
VCv.

Exempel 1.8. Vektorrummet k[x] av polynom med koefficienter i kroppen k har tva delrum
bestaende av jimna och udda polynom

k[x]even = {p(x) € k[x] : p(ix) = p(x) Vx}
kX|oaa = {p(x) € k[x] : p(—x) = —p(x) Vx}
Notera att det enda polynomet som bade dr jimnt och udda dr O om 1+ 1 # 0 i k. Alltsa &r
k[x]even nk[X]()dd = {0}
Exempel 1.9. Foljande delméngd av kontinuerliga funktioner &r ett delrum:
V={fx)ec([0,1)) : f(1)=0}
Vad hinder om vi istillet kraver f(1) = 1?
Exempel 1.10. Vektorrummet M, ,(R) av n x n-matriser har tva delrum
M;,(R) ={Ae€M,,(R) : A" =A}
M5, (R) ={A €M, ,(R) : AT =—A}

av symmetriska respektive anti-symmetriska (skev-symmetriska) matriser.

2
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Linjirt oberoende och baser.

Definition 1.11. En delméngd .7 C V ér linjdrt oberoende om for alla skaldrer ay
Z axx=0 — ayx=0,Vxe.&¥
xes
dédr summan bara kan ha dndligt manga nollskilda termer.

Definition 1.12. En delmingd . C V spdnner upp V om

V = Span.” = { Z axx: ax 7 0 for dndligt antal x € 5”}
xe.

Definition 1.13. En bas for V dr en linjirt oberoende delméingd som spéanner upp V.
Sats 1.14. Varje vektorrum V har en bas . Varje bas har lika manga element.

Bevis. For ett bevis av det forsta pastdende, se extramaterialet i Appendix A nedan (anvinder
Zorns lemma). Det andra pastaendet dr Corollary 2.8 i kursboken (ALA av Sadun). O

Anmdrkning 1.15. En bas for ett vektorrum behdver inte vara dndlig. Om basen inte &r dndlig
kallas V odndligdimensionellt.

Koordinater. Om % ér en bas for V sa kan varje vektor v € V skrivas unikt som en linjarkom-

bination:
V= Z abb
be#
Vi kallar (ap)pe 2 for koordinaterna till v i basen 2.
Speciellt, om & = {by,b,,...,b,} dr en dndlig bas sa har vi:

n
V= Z a,-b,-
i=1

och vi later

beteckna koordinatvektorn for v i basen 4.
Om vi har tva olika baser Z och ¥ sa giller

V2 = Poalvl#
for en matris Py vars jte kolumn bestér av [b;]4, dvs koordinaterna for den jte basvektorn i 2

uttryckta i basen & (se Sadun, Thm. 2.9). Vidare ir Py 4 inverterbar med invers Py (se Sadun,
Thm. 2.10).

Direkt summa.

Definition 1.16 (Yttre direkt summa). Om V och W ér tva vektorrum é#r den direkta summan,
V & W, det vektorrum vars underliggande mingd dr V x W och dir operationerna utfors kom-
ponentvis.

Definition 1.17 (Inre direkt summa). Om V och W ir tva delrum av ett vektorrum U &r sdger vi
att U dr den (inre) direkta summan av V och W om varje vektor i U kan skrivas som v + w pa
ett unikt sdttdirve V ochw € W. ViskriverU =V & W.

Lemma 1.18. U dir en inre direkt summa avV och W om och endast om:

(1) U=V +W, dvs varje vektor i u € U gar att skriva som en summa u=v+w ddrv eV
ochweW.
(2) Vvw ={0}.
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Bevis. (1)OmU =V ®W ochu € VNW sakan vi skriva u = u+ 0 = 0+ u dir forsta termen
ar iV och andra termen &r i W. Eftersom dekompositionen &r unik sa dr u = 0.

(2) Omvint, antag att U =V +W och VNW = {0}. Lat u € U och antag att vi pa tva sitt
kan skrivau =v; +w; = vo +Wy. DA dr x := v| — v, = wp — W ett element i VW och alltsa
arx = 0. Dvs v; = v, och w; = w; sa dekompositionen 4r unik. O

Exempel 1.19 (Plan och linje). Lat V = R3 och W, CV planet x; = 0 och W, C V linjen
xp =x3 =0. Vi har da att V = W, & W, som en inre direkt summa i och med att (x;,x2,x3) =
(0,x2,x3) + (x1,0,0). P4 samma sitt ar V = W; & W, om W, ir ett godtyckligt plan och W, en
godtycklig linje som ej ligger i planet W;.

Exempel 1.20 (Jimna och udda polynom). Vektorrummet R[x] &r en inre direkt summa av
R[x]even 0ch R[x]pq4 ty p(x) =L (x)+2p () 4 p (x)}p 9 Unicitet foljer av R[x]even NR[x]oaq = {0}

Notera att en bas for R[x]eye, dr {1,x%,x* ...} och en bas for R[x],qs dr {x,x*,x°,...}. Till-
sammans utgor dessa en bas for R[x].

I allménhet giller att om % en bas for V och & ir en bas for W sa ar U =V & W om och
endast om ZNZ =0 och AU P ‘r en bas for U.

Exempel 1.21 (Symmetriska och anti-symmetriska matriser). Vektorrummet M, ,(R) av n x n-
matriser dr en direkt summa av delrummen av symmetriska matriser M, , (R) och anti-symmetriska
matriser M, (R). Vi kan namligen skriva varje matris A som en summa

A+AT A-AT

2 * 2
av en symmetrisk och en anti-symmetrisk matris, och den enda matrisen som &r bade symmetrisk
och anti-symmetrisk &r noll-matrisen.

A=

Lat V och W vara delrum av U. Da har vi en linjédr avbildning (se nésta foreldsning) L: V @
W — U definierad av L((V7 w)) = v+ w. Foljande sats forklarar varfor vi har samma notation
for bade yttre och inre direkta summor.

Sats 1.22 (Sadun, Thm. 2.12). Avbildningen L: V ®W — U ovan dr en isomorfi om och endast
om U dr en inre direkt summa av'V och W.

Bevis. Att L dr surjektiv betyder att U =V + W, dvs att varje vektor u i U gar att skriva (pa
minst ett sétt) som en summa v+ w med v € V och w € W. Att L &r injektiv betyder att varje
vektor u i U gér att skriva pa hogst ett sétt som en summa v + w. O

Anmdrkning 1.23. Bada yttre och inre direkta summor kan generaliseras till godtyckligt antal
summander om vi krdver att bara ett dndligt antal termer (element) far vara nollskilda.

Pwic[[W och V=W, dirw,CV

i€l i€l i€l

BILAGA A. EXTRAMATERIAL TILL F1 (INGAR EJ I KURSEN)

Varje vektorrum har en bas. For att se att varje vektorrum har en bas behovs Zorns lemma.

Sats A.1 (Zorns lemma). I en icke-tom partialordnad mdngd ddir varje kedja har en dvre grins
finns minst ett maximalt element.

Definition A.2. En partialordning &r en relation < som uppfyller

e a<bochb<c — a<c (transitivititet)
ea<bochb<a = a=b (anti-symmetri)
e a<a (reflexivitet)

K dr en kedja, eller en totalordnad delmdiingd, om antingen a < b eller b < a giller for alla
a,b € K. Ett element b dr en dvre grdns for en delméangd S om a < b Va € S. Ett element a &r ett
maximalt elementoma < b = a =b.



SF1681 Foreldsning 1 HT24

Varje vektorrum har en bas.
Sats A.3. Varje vektorrum'V har en bas A.

Fyll i detaljerna i detta bevis sjdlv.

e Lit S vara médngden av linjért oberoende delmingder i V, partiellt ordnade under inklu-
sion.

e Kontrollera att S uppfyller villkoret i Zorns lemma.

e Lat A vara ett maximalt element i S.

e Kontrollera att % maste vara en bas for V eftersom % dr maximalt element i S. O

BiLAGA B. KVOTRUM — ATT TAS UPP SENARE

Kvotrum. Detta material kommer tas upp senare. Lis girna i forvig. Aven i Sadun avsnitt 2.5.

Definition B.1. En sidoklass till ett delrum W C V idr en delméngd pa formen
x+W={x+w:weW}CV

Lemma B.2. Sidoklasserna x+W och'y +W sammanfaller om och endast om x —y € W.

Bevis. Omx—yeWochwe W sdirx+w=y+(x—y+w)=y+wochy+w=x+(—(x—
y)+w) =x+w for ndgraw' ,w” € W. Alltsd arx+W =y +W.
Omviantom x+W =y+W sd drx+0=y+w for nagot w € W och alltsax—y=we W. [

Det foljer att om x € y+ W sa dr x+ W =y + W. Observera att sidoklasser ej dr delrum,
forutom sidoklassen 0 + W = W, eftersom ett delrum alltid innehaller vektorn 0.

Man kan ocksa infora en ekvivalensrelation pa' V genom att definiera att tva vektorer x och y
dr ekvivalenta, vilket skrivs som X ~y, om X —y € W. Ekvivalensklassen till X betecknas [x] och
bestar av alla vektorer y som ir ekvivalenta med x. Enligt ovan ér alltsa [x] = x+ W. Nir man
skriver [x] istillet for x + W behover det framgé fran sammanhanget vilket delrum kvoten avser.

Sidoklasserna/ekvivalensklasserna partitionerar V, dvs varje element x tillhor exakt en klass.

Definition B.3. Om W C V ir ett delrum &r kvotrummet, V /W, det vektorrum vars element dr
sidoklasser till W och dér addition och multiplikation med skalér ges av

o (x+W)+(y+W)=(x+y)+W
e a(x+W)=(ax)+W.

Anmdrkning B.4. Vi maste kontrollera att addition och multiplikation med skalér inte beror pa
val av representant x for sidoklassen x +W. Om x+W =x'+W och y+W =y + W s4 ir
x—x €W ochy—y €W enligt lemmat. Alltsa &r (x+y)+W = (X' +y)+ (x—x )+ (y—
y)+W = (xX'+y')+W. Pd samma siitt ir (ax) +W =ax'+a(x—x')+W = (ax') + W.

Anmdirkning B.5. Sidoklasserna #r delmingder (ej delrum) till V men kvoten V /W ir inte en
delmingd av V. Det finns ddremot en linjdr avbildning V — V /W som skickar x pa x+ W.

Nollan i kvoten V /W ges av sidoklassen 0+ W och x4+ W = 0+ W betyder att x € W. Alltsa
identifieras alla element i W med 0 genom att bilda kvoten V /W.

Exempel B.6. Betrakta linjen L = Span{ [ﬂ } i R2. D4 ar R?/L mingden av linjer som &r

parallella med L. Nollan i kvotrummet bestéar av linjen genom i origo (dvs L). Varje linje parallell
med L kan skrivas som y = 2x+ m. Vi kan alltsé identifiera R? /L med R genom {y = 2x+m} C
R? < {m € R}.

Om M # L iér en linje genom origo sa skir varje linje parallell med L linjen M i en unik
punkt. P4 sé siitt kan vi ocksa identifiera varje punkt i R?/L med en punkt pd M. Andra linjer
ger andra identifikationer. Om vi betraktar R? med den vanliga inre produkten s ir ett naturligt

val M = L+ — linjen vinkelrit mot L.
5
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Exempel B.7 (Kvot). Lt V = R3 och W C V planet x; = 0. Sidoklasserna #r da plan parallella
med detta med x; = a for alla olika a. Kvoten V /W blir isomorf med R genom att identifiera
varje plan med sin forsta koordinat.

Liksom forut kan vi ocksa identifiera planet x; = a med skidrningen med linjen (¢,0,0), alltsa
(a,0,0). Andra linjer ger andra identifikationer.
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2. LINJARA AVBILDNINGAR OCH OPERATORER

Malet for idag.

e Repetition fran SF1672 Linjdr algebra nér det géller
— Linjédra avbildningar
— Matriser for linjédra avbildningar
— Basbyte for linjédra avbildningar
— Kérna och bild

e Nya perspektiv
— Operatorer pa odndligdimensionella vektorrum

Linjar avbildning.

Definition 2.1. En linjdir avbildning &r en funktion L: V — W som uppfyller
o L(x+y)=L(x)+L(y), vx,yeV.
o L(ax) =aL(x), Vx &V och alla skalirer a.

Anmdrkning 2.2. Vi séger att L respekterar addition och multiplikation med skalar.

Anmdrkning 2.3. En linjir avbildning L: V — W ir unikt bestimd av sina virden pa en bas
for V.

Exempel 2.4 (Linjira avbildningar). Nagra linjdra avbildningar
(1) Derivation L = d/dx ger en linjir avbildning
d d
o R[x] — R[], eller o C'(R) — C(R)
(2) L: M,(k) — M,(k), L(A) = A+ AT, diir M,,(k) 4r alla n x n-matriser med koefficienter
ik.
(3) Restriktion L: C(R) — C([0, 1]).
Exempel 2.5 (Vektorrummet av linjdra avbildningar). Summan av linjédra avbildningar é&r lin-

jdra och vi kan multiplicera dem med skaldrer. Homy(V,W) &r vektorrummet av alla linjéra
avbildningar L: V — W. Notera att Homy (k", k™) dr vektorrummet M,, ,(k) av m x n-matriser.

Sammansittning av linjdra avbildningar &r linjdra LyoL;: V — U om L;: V — W och
L,: W — U. Detta ger en avbildning Homy (V, W) x Homy(W,U) — Homy(V,U).

Datum: 2024-10-31.
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Isomorfi.

Definition 2.6. En isomorfi mellan vektorrum ir en linjdr avbildning som &r bijektiv, dvs injektiv
(ett-till-ett) och surjektiv (pa).

Om V — W ir en isomorfl sa skriver vi V i W ellerenbart V =W.

Sats 2.7. Ett val av en bas B = {by,...,b,} for V ger en isomorfi
K'=V
eller mer allmdint 7
K7 = Pr=v
be %
om A inte dr dndlig.

Bevis. {ap}pes — Yicpanb ger en avbildning k% — V som ir injektiv eftersom % ir linjirt
oberoende och surjektiv eftersom % spianner upp V. (|

Exempel 2.8. Basen {1,x,x%,...,x"} ger en isomorfi L: k™! — k[x]<, som definieras av
L((ao,al,...,an)) =ag+aix+ax> + -+ ayx’.

Exempel 2.9. Om V och W ir delrum till U sa har vi en linjdr avbildning L: VW — U som
definieras av L((V,W)) = v+ w. Avbildningen L &r en isomorfi precis nidr U ir en inre direkt
summa av V och W. Att L dr bijektiv betyder ju att for varje vektor x € U finns ett unikt element
(v,w) € V@ W sadant att X = v+ w.

Exempel 2.10 (Isomorfi). VW =Z W GV genom (x,y) = (1,X).

Matriser for linjara avbildningar.

Definition 2.11. Lat L: V — W vara en linjir avbildning. Om %2 = {by,...,b,} ir en en bas
for Voch 2 = {dy,...,d,} &r en bas for W s kan vi skriva

m
L(bj):Zaijdi, j=12,....n.
i=1

Detta bestimmer en matris [L] 52 = (a;;) sadan att
LWz = [Llg#[v]2-
forallaveV.

Se Sadun, Thm. 3.1 for en mer precis formulering.

Anmdirkning 2.12. Om V och/eller W ir odndligtdimensionella, och vi har baser % = {b;}c;
och 7 = {d; }ies sa far vi fortfarande

L(bj) = Za,-.,-d,-, jedJ.
iel
Da blir [L] % = (i) en odndligt stor matris.
Exempel 2.13. Lat k[x] vara vektorrummet av polynom med koefficienter i k. Da ar % =
{1,x,x2,...} en bas for k[x].

e Matrisen A fér 2L : R[x] — R[x] med avseende pd basen % ges av A; ; = j& 1, for
allai,j > 0.

(= e Ne)
S o o=
(=Rl \S M)
S W oo
~ O O O

Samma formel definierar der-ivation for alla kropp-ar k.
2
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e Matrisen B for evy: k[x] — k= k!, diir ev2(f) = f(2) (evaluera polynomet i x = 2) ges
av By j = 2/ for alla j > 0.

1248 -]

Observera att i dessa exempel indexerar vi matriserna med rader 0,1,2 och kolumner 0,1,2.
Naturligt eftersom forsta basvektorn dr X9, andra x! osv.

Basbyte for linjira avbildningar.
Sats 2.14 (Sadun, Thm. 3.3). Om Py ger basbyte pa W och Py ger basbyte pa'V far vi
ILlg % = Py gLl 9#Pzs

Bevis. Betrakta diagrammet

v = K Py K =g v
JL J[L] 7% J{ [L]2s JL
%4 k" k" %4
Zg Pyrg g
Hir betecknar 22 isomorfin V — k%% som ges av basen 4 etc. 0

Exempel 2.15 (Normalform for matriser). Vi kan vilja bas for V och W sa att matrisen for L

har formen
I 0
0 0

Vi kommer tillbaka till hur vi ldttast ser det (i samband med singulédrvirdesuppdelning).

Operatorer. Har vi en operator L: V — V kan vi vilja samma bas for bade kéllan och malet.
Vi skriver da [L] g istillet for [L] z4. Har vi tva baser 2 och & sa blir alltsa basbytet:
L]z = Pz Ll9Ps2
Notera att Py = (Pgg) . Liter vi A = L], D = [L]5 och P = Py sa far vi:
A=PDP .
Vi sédger att A dr D konjugerat med P. Detta kédnner vi igen som diagonalisering nédr D dr en

diagonalmatris. Da dr kolumnerna i P egenvektorer till A och vektorerna i & ir egenvektorer till
L. Vi aterkommer till detta nésta foreldsning.

Kirna och bild.

Definition 2.16. Lat L: V — W vara en linjér avbildning.
e Kdrnan, ker(L) CV, ges av
ker(L) = {xe€V: L(x) =0}
e Bilden,im(L) C W, ges av
im(L) =Range(L) = {L(x): x€e V}
Sats 2.17 (Sadun, Thm. 3.4). ker(L) CV och im(L) C W dr delrum.

Bevis. Vi behover visa att ker(L) och im(L) #r slutna under addition och multiplikation med
skaldr:
e Omx,y € ker(L) dr L(x+y) =L(x)+L(y) =0+0=0,sax+y € ker(L).

Om x € ker(L) och a € k dr en skalér sa dr L(ax) = aL(x) =a-0=0, sa ax € ker(L).
Om x,y € im(L) finns X',y € V med L(X') =x och L(y') =y. Da drx+y = L(x') +
L(y) = L(X'+y') € im(L)

Om x € im(L) finns X' € V med L(x") = x och ax = aL(x') = L(ax’) € im(L) for alla
skaldrer a € k.

3
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Exempel 2.18 (Kérna och bild). Lat k = R eller C.

(a) Om L = 4 : k[x] — k[x] dr derivering av polynom s fér vi att kéirnan

ker(L) = {p(x): p'(x) =0} ={a : a€k}

bestar av de konstanta polynomen. Bilden dr im(L) = k[x] eftersom alla polynom har
en primitiv funktion. Det réicker att se att baselementen ligger i bilden for att se att L dr

surjektiv och vi har L <%) =x", for allan > 0.

(b) Om M, (k) dr vektorrummet av n X n-matriser med element i k och L: M, (k) — M, (k)
gesav L(A) = A+ AT far vi att kéirnan

ker(L) = {A € M,(k): A+AT =0} = {A e M, (k): AT = —A}
ar rummet av alla skev-symmetriska eller anti-symmetriska matriser. Bilden ges av
im(L) = {A+AT: Ac M,(k)} = {A € M,(k): AT = A}

dvs alla symmetriska matriser. Detta eftersom A + AT &r symmetrisk, dd (A +AT)T =
AT + A = A+ AT och varje symmetrisk matris A avbildas pi 2A genom L.

Rang och injektivitet.

Definition 2.19. Rangen av en linjér avbildning L: V — W &r dimensionen av bilden im(L),
dvs

k(L) = dimim(L).
Anmdrkning 2.20. Rangen kan vara @ndlig &ven om V och W é&r odndligdimensionella.

Sats 2.21 (Dimensionssatsen, Sadun, Thm. 3.7). Lat L: V — W vara en linjir avbildning. Om
dimV < oo sa dr
dimker L 4+ dimim L = dimV.

Anmdrkning 2.22. Mer generellt giller att V = ker L @ imL. Vi kan se det genom att vilja ett
komplement U till kerL i V sa att kerL@® U = V. Restriktionen av L till U &r injektiv och har
samma bildrum som L. Alltsa dr U = imL.

Anmdrkning 2.23. Dimensionen av kidrnan kallas ibland for “nullity” pa engelska.
Sats 2.24 (Sadun, Thm. 3.5). L: V — W dr injektiv (ett-ett) om och endast om ker(L) = {0}.
Bevis. L(x) =L(y) <= L(x—y)=0<= x—y € ker(L). O

Sats 2.25 (ungefiar Sadun, Thm. 2.5). Ldat V vara ett vektorrum av dimension n < oo med nd-
gon bas A. Lat L: V — V vara en operator med matris A = [L] . Féljande pdstdenden dir
ekvivalenta
(1a) L dr injektiv.
(1b) kerL = {0}.
(2a) L dr surjektiv.
(2b) tkL = n.
(3) detA # 0.
(4) A dr rad-ekvivalent med identitetsmatrisen I,.

Bevis. (la) <= (1b) dr foregaende sats. (2a) <= (2b) f6ljer av definitionen av rangen. Gauss—
Jordan-eliminering bevarar rangen sa (2b) <= (4). Gauss—Jordan-eliminering bevarar determi-
nanten upp till multiplikation med noll-skild skalir sa (4) <= (3). O

Exempel 2.26 (Oindligtdimensionella rum). Pastdendet (1a) <> (2a) &r inte sant for odndligt-

dimensionella rum. Operatorn derivation D = % ar surjektiv men inte injektiv. Om vi definierar
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operatorn P: k[x] —> k[x] “‘en primitiv funktion” p4 standardbasen enligt P(x¢) = ’5’—;1 sd dr

matrisen av P:

o= O O
S O OO

S O = O
CwIm, O O O

P dr injektiv men inte surjektiv (alla polynom i bilden saknar konstantterm). Sammanséattningen
Do P ir identiteten medan sammansittningen P o D ges av matrisen.

[0 0 0 0O

0
0
1

S O O
S O =
(= )

Det kan alltsa finnas ensidiga inverser som inte dr inverser.
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3. KVOTER OCH ISOMORFISATSEN. EGENVARDEN OCH DIAGONALISERING

Malet for idag.

e Kvotrum och kvotavbildningar

e [somorfisatsen (generaliserar dimensionssatsen)

e Repetion fran SF1672 Linjdr algebra nér det géller
— Egenvirden och egenvektorer
— Diagonaliserbara matriser och operatorer
— Karakteristiska polynomet

e Nya perspektiv
— Egenvirden och egenvektorer for operatorer pa odndligdimensionella vektorrum
— Andra kroppar dn R

Kvotrum.

Definition 3.1. En sidoklass till ett delrum W C V dr en delméngd pa formen
x+W={x+w:weW}CV

Lemma 3.2. Sidoklasserna x+W och y +W sammanfaller om och endast omx—y € W.

Bevis. Omx—yeWochweW sdirx+w=y+(x—y+w)=y+wochy+w=x+(—(x—
y)+w) =x+w forndgraw' , w” € W. Alltséd drx+W =y +W.
Omviantom x+W =y+W sd drx+0=y+w for nagot w € W och alltsax—y=we W. [

Det foljer att om x € y+ W sa dr x+W =y + W. Observera att sidoklasser ej ar delrum,
forutom sidoklassen 0 + W = W, eftersom ett delrum alltid innehaller vektorn 0.

Man kan ocksa infora en ekvivalensrelation pA V genom att definiera att tva vektorer X och
y dr ekvivalenta, vilket skrivs som x ~y, om x —y € W. Ekvivalensklassen till X betecknas [x]
och bestar av alla vektorer y som &r ekvivalenta med x, dvs:

X ={yeV:y~x}
Enligt ovan #r alltsd ekvivalensklassen [x] detsamma som sidoklassen x + W till x. Nir man
skriver [x] istillet for x + W behover det framga fran sammanhanget vilket delrum W kvoten
avser.

Sidoklasserna/ekvivalensklasserna partitionerar V, dvs varje element x tillhor exakt en klass.

Definition 3.3. Om W C V ir ett delrum &r kvotrummet, V /W, det vektorrum vars element dr
sidoklasser till W och dir addition och multiplikation med skaldr ges av

o (x+W)+(y+W)=(x+y)+W
e a(x+W)=(ax)+W.

Datum: 2023-11-03.
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Anmdrkning 3.4. Vi maste kontrollera att addition och multiplikation med skalér inte beror pa
val av representant x for sidoklassen x+W. Om x+W =x'+W och y+W =y + W s ir
x—x €W ochy—y €W enligt lemmat. Alltsa dr (x+y)+W = (xX' +y)+ (x—x) + (y —
y)+W = (x'+y)+W. Pd samma siitt dr (ax) + W = ax' +a(x—x') + W = (ax') + W.

Anmdirkning 3.5. Sidoklasserna dr delmingder (ej delrum) till V men kvoten V /W ir inte en
delmingd av V. Det finns ddremot en linjdr avbildning V — V /W som skickar x pa x+ W.

Nollan i kvoten V /W ges av sidoklassen 0 +W och x+W = 0+ W betyder att x € W. Alltsa
identifieras alla element i W med 0 genom att bilda kvoten V /W.

Exempel 3.6. Betrakta linjen L = Span{ B] } i R?. D4 &r R?/L mingden av linjer som &r

parallella med L. Nollan i kvotrummet bestéar av linjen genom i origo (dvs L). Varje linje parallell
med L kan skrivas som y = 2x + m. Vi kan alltsa identifiera R? /L med R genom bijektionen
mellan delmingden {y = 2x+m} C R? och R som tar {y = 2x+m} pa m.

Om M # L iér en linje genom origo sa skir varje linje parallell med L linjen M i en unik
punkt. P4 sé sitt kan vi ocksa identifiera varje punkt i R?/L med en punkt pA M. Andra linjer
ger andra identifikationer. Om vi betraktar R? med den vanliga inre produkten s ir ett naturligt
val M = L+ — linjen vinkelrit mot L.

Exempel 3.7 (Kvot). Lat V = R3 och W C V planet x; = 0. Sidoklasserna #r dé plan parallella
med detta med x; = a for alla olika a. Kvoten V /W blir isomorf med R genom att identifiera
varje plan med sin forsta koordinat.

Liksom forut kan vi ocksa identifiera planet x; = a med skérningen med linjen (z,0,0), alltsa
(a,0,0). Andra linjer ger andra identifikationer.

Kvotavbildningar och dimensionssatsen.

Definition 3.8. Lat W C V vara ett delrum. Kvoravbildningen #r avbildningen ¢g: V — V /W
som definieras av ¢(x) = x+ W.

Sats 3.9. Kvotavbildningen q dr en linjir avbildning.

Bevis. Vi har
(x+y) = X+y)+W=x+y+W=(x+W)+(y+W)
och
ax — ax+W =ax+aW = a(x+W).
for alla vektorer X,y € V och skalérer a € k. O

Sats 3.10 (Sadun Thm. 2.14). Om V dir dndligdimensionellt sa gdller dim(V /W) = dimV —
dimW.

Bevis. Vilj ett komplement W' till W, dvs ett vektorrum s att V. =W + W’ och W "W’ = {0}.
Konkret: om by,b;,...,b,, dr en bas till W, utoka denna till en bas by, b,,..., by, by11,...,b,
for V och 1at W' = Span{b,,,1.1,...,b, }. Da &r V =W @& W’ (en inre direkt summa). Vi betraktar
nu avbildningen L: W/ —V — V /W, som avbildar w’ — (0,w’) — [(0,w')], dvs L(w') =w'+W.
Man visar att L dr bijektiv genom att anvinda definitionen av en inre direkt summa. Det foljer
att dimV /W = dimW' = dimV — dimW. O

Isomorfisatsen och dimensionssatsen.

Sats 3.11 (Isomorfisatsen, Sadun Thm. 3.6). For en linjdr avbildning L: V — W gdiller att
im(L) =V /ker(L).
Bevis. Vi konstruerar en avbildning ®: V /ker(L) — im(L) genom att sitta ®(x +ker(L)) =
L(x).
o & idr valdefinierad eftersom x +ker(L) =y +ker(L) ger att y —x € ker(L), dvs L(y —
x) = 0. Alltsé &r L(y) = L(x+ (y —X)) = L(x) + L(y —X) = L(x).
2
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o @ idr linjar eftersom ®(x+ker(L) +y+ker(L)) = ®(x+y+ker(L)) =L(x+y) =
L(x)+L(y) = ®(x+kerL) + ¢ (y +kerL).
o & irsurjektivty omy € im(L) sa dry = L(x) for nagotx € V och da dry = ®(x+ker(L))

i bilden av .
o & irinjektivty om ®(x+kerL) =0sa dr L(x) =0, dvs x € ker L och ddirmed x+ker L =
0+ kerL vilket d@r nollvektorniV /kerL. O

Korollarium 3.12 (Dimensionssatsen). Om dimV < o ¢r dimker L+ dimim(L) = dimV.
Exempel 3.13 (V 2 ker(L) ®im(L). ). L(A) = A+ AT har
ker(L) = A, = {antisymmetriska n X n-matriser }
och
im(L) = S,, = {symmetriska n x n-matriser}

Hir har vi att V = M, (k) = ker(L) @ im(L) som en inre direkt summa eftersom varje matris A
pa ett unikt sétt kan skrivas som en summa av en symmetrisk och en antisymmetrisk matris
A+AT N A—AT

2 2
Uppgift 3.14 (Uppgift 2 vid Tentamen 2018-01-10). Lat V = C|x] vara vektorrummet som ges
av alla polynom i x med komplexa koefficienter och 1at W = {p(x) € V:: p(1) = p(—1) =0}.

A=

(a) Bestidm en linjdr avbildning L: V — U sa att W = ker(L). 1)
(b) Bestidm en bas for V /W. 3
Losning.
(a) Vikan vilja L: V — C? som ges av L(p(x)) = (p(—1),p(1)). Da ir W = ker(L) per
definition

(b) Eftersom V /W =V /ker(L) har vi enligt isomorfisatsen att V /W = im(L). Eftersom L
ar surjektiv har vi att V /W 22 C2. Vi kan vilja en bas genom att ta sidoklasserna till tvi
polynom som ger linjirt oberoende bilder i C2. Ett exempel ir 1 och x med L(1) = (1, 1)
och L(x) = (—1,1). Basen for V/W édrda {1+ W,x+W}.

U

I beviset av dimensionssatsen skapade vi en avbildning V /ker L — W. Mer allmint giller:

Sats 3.15 (Faktorisering genom kvot). Ldt U C 'V vara ett delrum och L: V. — W en linjir
avbildning. Om U C ker(L) sd faktoriserar L via kvotavbildningen q: V — V /U, dvs det finns
en unik avbildning ®: V /U — W sdadan att L = ® o q. Detta sammanfattas i det kommutativa
diagrammet

v—sv/u

| A

74

Bevis. Definiera ®(x+ U) = L(x). Detta ir en vildefinierad avbildning precis som i beviset
av isomorfisatsen. Eftersom x+U =y+U sdadiry —x € U C kerL sa L(x —y) = 0 vilket ger
L(y) =L(x+ (y—x)) = L(x). O
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Egenvirden och egenvektorer.

Definition 3.16 (Egenvirden och egenvektorer). Om L &r en operator pa ett vektorrum V och
& €V sair & en egenvektor med egenviirde A om

LE)=AE och & #0.
Om A ir ett egenvirde sa dr egenrummet E; C V alla losningar & till L(&) = A, inklusive
noll-vektorn.

Anmdirkning 3.17. Egenvirdet A &r en skaldr och maste tillhdra den kropp vektorrummet ir de-
finierat over. Egenrummet E; = ker(A/ — L) &r en kirna till en operator och ddrmed ett delrum.
Hir betecknar 7 identitetsoperatorn pa V.

Exempel 3.18 (Sadun, §4.4). En operator med matrisen [(1) 0

skaldrerna dr k = R, men vil om skaldrerna dr k = C eftersom
0O —1{ 1] _|—=i] _ |1
1ol [1|” "

Definition 3.19. En operator L pa V ér diagonaliserbar om vi kan hitta en bas % for V som
bestar av egenvektorer till L. D& blir matrisen for L med avseende pa % en diagonalmatris.

] har inga egenvektorer om

Diagonalisering.

Exempel 3.20. Lat V = Span{1,sin(x),cos(x),sin(2x),cos(2x),...} C C*(R) vara vektorrum-
met av trigonometriska polynom med komplexa koefficienter. Operatorn L = % har inga reella
egenvirden och ir alltsa inte diagonaliserbar 6ver R. Didremot #r L diagonaliserbar 6ver C: en
bas av egenvektorer ges av {e'®* = cos(@x) +isin(®x) } ez och matrisen for L i denna bas ges
av

d
d—(cos(wx) +isin(wx)) = —wsin(wx) + iocos(wx)
X

= i (cos(wx) +isin(wx))
dvs en diagonalmatris med i@ pa position (®, ®). Observera att diagonalbasen och matrisen dr
indexerad med Z = {...,—2,—1,0,1,2,... } istillet for 1,2,3,....

Anmdrkning 3.21. L diagonaliserbar om och endast om V = @, E;, dvs om varje vektor ve V
gar att skriva unikt som v =Y, v, dir v, € E;, &r en egenvektor med egenvirde A.

Konjugerade matriser.

Definition 3.22 (Konjugerade matriser). Tva kvadratiska matriser A och B &r konjugerade, eller
simildra, om de motsvarar samma linjdra operator med olika baser. Det betyder att det finns en
matris P sa att

A=P7'BP och B=PAP .

Anmdrkning 3.23. Att diagonalisera en matris handlar om att hitta en konjugerad diagonalma-
tris.

Karakteristiska polynomet.
Definition 3.24. Om A dr en n x n-matris dr det karakteristiska polynomet
pa(x) =det(xI —A).
Anmdirkning 3.25. Tva konjugerade matriser A och B = PAP~! har samma determinant ty
det(PAP™!) = det(P) det(A) det(P) ! = det(A).

Vi kan dérfor for en operator L pa ett andligdimensionellt vektorrum definiera detL = det[L] »

for nagon bas Z och det L beror inte pa valet av bas.
4
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Anmdirkning 3.26. Tva konjugerade matriser A och B = PAP~! har samma karakteristiska poly-
nom ty:

det(x] — PAP™') = det(P(xI — A)P~') = det(P)det(xI — A)det(P) ' = det(xI —A).

Vi kan dérfor ocksa tala om det karakteristiska polynomet py (x) for en operator L pa ett dndlig-
dimensionellt vektorrum.

Sats 3.27 (Sadun, Thm. 2.2). A dir ett egenviirde till L om och endast om pp(A) = 0.

Bevis. L(§) =1 <= (AI—L)(§) =0 <= & cker(Al —L). Att A ir ett egenviirde betyder
att det finns nollskild & i kéirnan, dvs att py(A) = det(Al —L) = 0. O

Anmdrkning 3.28. Att de karakteristiska polynomen é&r lika rédcker inte for att matriserna ska
vara konjugerade. Exempelvis &r
00 och 0 1
00 00
2

inte konjugerade, men bada har karakteristiska polynomet p4 (x) = x*°.

Algebraisk och geometrisk multiplicitet.
Definition 3.29 (Algebraisk och geometrisk multiplicitet). For en linjdr operator L med egen-
virde A dr

e Den algebraiska multipliciteten hos A dr multipliciteten hos roten A i py(x), dvs:

mg(A) =max{m e N : (x—A)" delar pr(x)}.
e Den geometriska multipliciteten hos A dr dimensionen hos egenrummet E; , dvs:
mg(A) = dim(ker(AI — L))
Sats 3.30 (Sadun, Thm. 4.6). Om &,... &, dir egenvektorer till distinkta egenviirden Ay, . .., Ay,

sadr{&y,...,En} linjdrt oberoende.

Sats 3.31 (Sadun, Thm. 4.9). Lar L vara en operator pa ett vektorrum V av dimension n. Da dr
L diagonaliserbar om och endast om mq(A) = mg(A) for alla & och om Y my(A) = n (t ex om
k=C).

Anmdirkning 3.32. Om A ir ett egenvirde sa giller per definition att L(E, ) C Ej. Vi kan dérfor
restricera (begrinsa) L till en operator Ly : E; — Ej pa delrummet E3. Om m, (1) = mg(A)
kan operatorn L) representeras med en diagonalmatris.
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4. SAMTIDIG DIAGONALISERING OCH JORDANS NORMALFORM

Malet for idag.

e Minimalpolynomet och Cayley—Hamiltons sats
e Samtidig diagonalisering
e Exponentialavbildningen och andra analytiska funktioner av matriser

Spar, determinant och egenvérden.

Definition 4.1. Spéaret (en: trace) av en n X n-matris A ir summan av diagonalelementen.
trA = Z a;;
i=1

Man kan visa att tr(AB) = tr(BA) och dirmed att tr(PAP~!) = tr(AP~!P) = tr(A). Allts beror
inte sparet pa val av bas och vi kan definiera sparet av en operator pa ett dndligtdimensionellt
vektorrum. Alternativt kan man visa att det karakteristiska polynomet &r

pa(x) =x" —tr(A)" Fa, ox 2 aix+ (—1)"det(A)

och eftersom det karakteristiska polynomet dr invariant under konjugering sa 4r dven sparet det.
Omk=Csaidrpa(x) =(x—A1)(x—A2)...(x—A,). Detta ger att

e Sparet dr summan av egenvirdena tr(A) = Ay + A, + -+ A,.
e Determinanten #r produkten av egenvirdena det(A) = A4, - -+ A,,.

Detta kan ocksa ses direkt genom att forst verfora matrisen till 6vertriangulidr form eftersom
egenvirdena da dr diagonalelementen.

Exempel 4.2. For en 2 x 2-matris A = (a;;) med egenvirden A, A, har vi att det karakteristiska
polynomet ir:

palx) = X — tr(A)x+det(A)
=x* — (a1 +an)x+ (a11a2 — azan)
=x— (M +A)x+M4A

Datum: 2024-01-03.
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Minimalpolynomet och Cayley-Hamiltons sats. Om p(x) = agx" +ay_ x4~ ' +---+ajx+ap
ar ett polynom sa kan vi evaluera det i en n x n-matris A pa foljande vis:

p(A) = adAd —|—ad71Ad71 + -+ alA+apl

och far en n x n-matris. Observera hir att det konstanta monomet ag = agx” blir agA® = aol dir
I dr identitetsmatrisen av storlek n X n.

Definition 4.3 (Minimalpolynomet). Om A dr en n X n-matris dr minimalpolynomet g4 (x) det
moniska' polynom av ligsta grad sa att g4 (A) = 0.

Anmdirkning 4.4. Graden av minimalpolynomet ir det ligsta heltal d s att {I,A,A? ... A%}
ar linjirt beroende eftersom (x? +agx?~ ! +---+a9)(A) =0 <= (A4 +apl) =0 —
A? ir en linjirkombination av {I,A,A? A%, ... A9"1}. Vi noterar att degqga(x) < n” eftersom
{Al :‘io = {I,A,A%,... ,A”z} ar n> + 1 matriser i ett vektorrum av dimension n> och didrmed
linjért beroende. Niista sats ger att degga (x) < n.

Sats 4.5 (Cayley—Hamilton, LADR 8.37). pa(A) = 0.

Exempel 4.6. For 2 x 2-matriser har vi att p4 (x) = x> — tr(A)x +det(A) och Cayley—Hamiltons
sats sdger

? 1 0] [0oo0
[ﬁ; gj — (%11 +x22) [ﬁ; gj + (x11%022 — X12%21) [0 J = [O O]
vilket gar att verifiera direkt.

Korollarium 4.7 (LADR, 8.46). ga(x) dr en delare i ps(x).

Bevis. Vi utfor polynomdivision av p (x) med g4 (x). Detta ger

pa(x) = s(x)ga(x) +r(x),

ddr antingen r(x) = 0 eller deg r(x) < degga(x). Sétter vix =A sd dr r(A) = pa(A) —s(A)qa(A) =
0, vilket ger r(x) = 0 eftersom g4 (x) per definition dr det polynom av ldgst grad for vilket

qA(A):O. ]
Exempel 4.8. LatA = E (1)} med k = [F, = Z/27. Dé har vi
2> |0 1 5 |1 0 . 5
A= [1 1} och A’ = {0 1] =1=A"+A.

Karakteristiska polynomet ir p4 (x) = x> +x+ 1 och eftersom {I,A} ir linjirt oberoende #r detta
ocksa minimalpolynomet.

Exempel 4.9. Om vi har koefficienter i k = IF, far vi

01 1 1 0000
o1 1o , o000
B=1o1 100 = B=looo o0
000 0 0000

Det karakteristiska polynomet #r pp(x) = x* medan minimalpolynomet &r gg(x) = x2.

Hur blir det med koefficienter i Q for samma matris?

01 1 1 02 2 0 04 4 0

01 10 , o2 2 0 , lo4 40

B=1o 110" B=lo220 B=lo4 40

0000 0000 0000
h gp(x) = x> —2x?

Vi far pp(x) = x* — 2x3 oc

! imed ledande koefficient ett
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Anmdirkning 4.10. Vi kan ordna en matris med ett givet karakteristiskt polynom pa(x) = x" +
a1 X" 14t genom

000 0 —ao
1 00 0 —a
A=10 1 0 0 —a
000 - 1 —ay]
Hir dr minimalpolynomet lika med det karakteristiska polynomet ty de forsta n — k kolumnerna
av A dr €+1,€x+2,- - -, €, och man ser darfor litt att LA A%, ... A" liar linjdrt oberoende i M,, .

Sats 4.11 (LADR, 8.49). Nollstillena till minimalpolynomet qu(x) dr precis egenviirdena till A.

Bevis. Eftersom g4 (x) ér en delare till det karakteristiska polynomet p4 (x) s& maste varje noll-
stélle till g4 (x) vara ett nollstille till p4(x), dvs ett egenvirde.

Omviint, om A #r ett egenvirde s finns en egenvektor & s att A§ = A&. Om ga(x) = X" +
ap 1 X"V aix 4 ag sa dr

0=qa(A)E =A"E +a, 1A E+- -+ a1AE +aok
=A"E+a A" E+ -+ a1 A€ +agk
=qa(1)8.
Eftersom & # 0 sd ir alltsd g4 (1) = 0. O

Bevis av Cayley—Hamiltons sats. Lat k = C. Till att borja med kan vi se att P4(A) = 0 géller for
diagonalmatriser.

A4 0 - 0 (A1) 0 0
p— |2 L | O W O
0 0 - A, 0 0 - poli)

eftersom pp(x) = (x—A;)(x—Az) -~ (x — A,). Vi har att alla matriser i M, (C) kan approximeras
godtyckligt nira av diagonaliserbara matriser eftersom alla matriser med distinkta nollstéllen till
det karakteristiska polynomet dr diagonaliserbara.

Eftersom A — P4 (A) dr en kontinuerlig funktion som &r noll for alla diagonaliserbara matriser
maste den vara noll for alla matriser.

Om vi skriver upp identiteten P4 (A) = 0 i variablerna xi,. .., x,, som i Exempel 4.6 ér det en
polynomidentitet med heltalskoefficienter. Ddrmed kommer den att gélla for alla kroppar k. I

Blockmatriser. En blockmatris dr en (m+n) x (a+ b) matris pa formen
B C
=5 g
dar B och C har m rader, D och E har n rader, B och D har a kolumner och C och E har b

kolumner.

Omx = \‘z,v 4r en kolonnvektor med a + b kolumner sa blir

Ax — B C||v| _ |Bv+Cw
*~|p E||w| ™ |Dv+Ew
Om vi betraktar R“*? = R ®R? =V ®W och R”"*" = R" & R” som inre direkta summor
och later L: R4"> — R™*" vara den linjira avbildning som ges av A sa har vi
L((v,w)) = (Bv+Cw,Dv+Ew)

dir v € R% och w € R?.
Vi sdger att A édr block-dvertrianguldr om D = 0. Dé ér L((v,0)) = (Bv,0) och L tar alltsa R*
pa R™,
3
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Det viktigaste fallet &r d& @ = m och b = n. Da ir A, B, E kvadratiska och L &r en operator.
Enkla berékningar ger:
(1) det(A) = det(B)det(E).
(2) tr(A) =tr(B) + tr(E).
(3) pa(x) = pp(x)pEe(x).
(4) Egenvirdena till A dr egenvirdena av B och E tillsammans.
(5) Egenvektorer till B dr egenvektorer till A. Detta géller dock ej for egenvektorer till E.

Exempel 4.12. Betrakta

1 -2 7
A=1|1 4 5
0 0 8
som en dvertriangulir block-matris dir 6vre vénstra blocket har storlek 2 x 2, dvs
1 -2
=i 4

i notationen ovan. Matrisen B har determinant 6 och spar 5 och alltsd egenvirden {2,3}. Alltsa
har A egenvirden {2,3,8}. Egenvektorerna till B &r

e En egenvektor till A =2 &r (2,—1).
e En egenvektor till A =3 &r (1,—1).

Detta ger egenvektorerna (2,—1,0) och (1,—1,0) till A. Men (0,0, 1) &r inte en egenvektor till
egenvirdet A = 8 utan lite berikningar ger egenvektorn (3,7,5).

11
o]
4r en overtriangulir block-matris. Aven om B och E ir diagonaliserbara (de #r diagonala!) s ér
inte A diagonaliserbar.

Exempel 4.13. Matrisen

Vi sdger att A dr block-diagonal om C = D = (0. D& kan vi dela upp L som en operator
Lly: V — V som ges av matrisen B och en operator L|y: W — W som ges av matrisen E.
Egenvektorerna till L dr dé precis egenvektorerna till L|y och L|y. Och A dr diagonaliserbar
precis nidr B och E dr diagonaliserbara.

Operatorer och block-overtriangulidra matriser. Om A ér block-6vertriangulér sa dr V inva-
riant under L, dvs L(v) € V for alla v € V. Vi far en operator L|y : V — V som idr L begrinsad
till V och som ges av matrisen A. T ex ir en egenvektor till L|y en egenvektor till L. Ddremot
kan vi inte begrinsa L till en operator pa W eftersom L(w) inte ligger i W for alla w € W savida
inte C = 0.

Istillet har vi en inducerad operator U/V — U /V pa kvotrummet dir U = R0 =V oW
pa foljande vis. Ligg forst mirke till att W — U — U/V ér en isomorfi eftersom W ir ett
komplement till V. Vi kan alltsa representera varje vektor i U /V unikt som w+V dir w € W.
Applicerar vi L pa en vektor w+ v far vi:

L(w+v)=Ew+ (Bv+Cw) =Ew+V

Sé L inducerar en avbildning U /V — U /V som ges av matrisen E.

Samtidig diagonalisering och kommuterande operatorer.

Definition 4.14. Tva operatorer L; och L, &r samtidigt diagonaliserbara om det finns en gemen-
sam bas av egenvektorer, dvs en bas si att bdda operatorerna representeras av diagonalmatriser.

Anmdrkning 4.15. Om L och L, #r samtidigt diagonaliserbara maste L o L, = L, o L, eftersom
detta giller for diagonalmatriser.

Definition 4.16 (Kommuterande operatorer). Tva operatorer L; och Ly kommuterar om L; o
Ly=1I1,0L.
4
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Sats 4.17 (Sadun, Thm. 4.10). Om dimV < o och Ly och L, dr diagonaliserbara dr foljande
ekvivalent

(a) Ly och Ly dr samtidigt diagonaliserbara

(b) Ly och Ly kommuterar.

Att (a) = (b) dr anmirkningen ovan.

Bevisidé for (b) = (a). Om L; och L, kommuterar dr egenrummen for operatorn L dr invari-
anta under L, och tvirtom: dvs om & ir en egenvektor till L; med egenvirde A, s ir dven L, (§)
en egenvektor till L; med samma egenvirde. Detta foljer av:

Li(Ly(§)) = LyoLi(§) = L2(A§) = AL(§)

Om E; dr egenrummet till L; med egenvirdet A ir alltsa L, (E, ) C E;. Om vi darfor viljer en
egenbas for L; sa blir matrisen for L, blockdiagonal i denna bas. Eftersom L; #r diagonaliserbar
maste varje block vara diagonaliserbart. (|

Exempel 4.18. Lat L: V — V vara en operator och p(x) och g(x) vara polynom. D kommu-
terar p(L) med g(L). Detta giller dven om L inte dr diagonaliserbar.

Exempel 4.19. Om L;,L;: V — V dr kommuterande operatorer sa kan vi definiera p(L;,L,)
for varje polynom p(x,y) € k[x,y].

Exponentialfunktionen och andra funktioner av matriser. Om f(z) &r en analytisk funk-
tion® kring z = 0, tex f(z) = exp(z), kan vi definiera f(A) for en kvadratisk matris A genom att
sétta

fA)=Y aA’
i=0
forutsatt att serien konvergerar.
Definition 4.20 (Norm). Om || - || 4r den euklidiska normen pa R” eller C" kan vi definiera
normen av en n X n-matris som
IA[] = max [|Ax]].
[Ix[|=1

Anmdirkning 4.21. Om ||A]| < e far vi ||A’]| < ||A||' och konvergensen av ¥,~qaA’ fés fran
konvergensen av f(z) = ¥,;>0a;z'. Dvs, om serien for f(z) konvergerar da |z| < R s& konvergerar
serien for f(A) da ||A]| <R.

Analytiska funktioner pa diagonaliserbar matriser.

Sats 4.22. Om A dir diagonaliserbar med A = PDP~" och f(z) = Y;>oaiz en analytisk funktion
kring 7 = 0 kan vi berdkna

f(A) 0 0 0
0 f(k) O 0

f(A)=Pf(D)P'=p| O 0 fA) -+ 0 |p!
L 0 0 0 : f(kn)

ddr serien dr konvergent.
Bevis. For all i > 0 har vi:

A'= (pDP~')(PDP")---(PDP™') = PD'P"!
vilket ger

f(4) = PF(D)P™".
For en diagonalmatris D = diag(Ay,...,A,) sd dr D' = diag(A!,...,A)) vilket ger

Detta betyder att Taylorserien i varje punkt konvergerar i en omgivning. Om f &r en analytisk funktion definierad
pé hela C sa konvergerar Taylor-serien 6verallt.

5
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5. JORDANS NORMALFORM

Malet for idag.

Jordans normalform

Nilpotenta matriser

Tillimpning: exponentialfunktionen av en matris

Tillimpning: minimalpolynom, bevis av Cayley—Hamiltons sats
Generaliserade egenvektorer

Bevis av Jordans normalform

Jordans normalform. Jordans normalform siger att alla matriser néstan gar att diagonalisera.
Den enda skillanden &r att vi far en del ettor pa den sa kallade superdiagonalen: diagonalen
ovanfor huvuddiagonalen.

Sats 5.1 (Jordans normalform, Sadun 4.13). Lat L vara en operator pa ett dndligt-dimensionellt
vektorrum V. Om pr(x) =T, (x—A;) (t ex om k = C) finns en bas 9 sa att matrisen for L blir
blockdiagonal

Al 0O - 0
0 Ay -+ O
(L] = o .
0 0 -+ A,

och varje block A; dr ett Jordanblock pd formen

Al 0 0
0O A -~ 00
Aj=ror e
00 -~ A 1
[0 0 0 4

for nagot A beroende pa j. En matris pd denna form siigs vara pa Jordans normalform.
Tva matriser med pa(x) = pp(x) = [T, (x — A;) dr konjugerade om och endast om de har
samma normalform upp till permutation av blocken.

Datum: 2023-11-03.
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Exempel 5.2. Hir 4r tva exempel pa matriser pa Jordans normalform:

o 1]o 0o o o 2 1 00 0 0
0 0/0 0 0 0 0 2 1[0 0 0
A—| 0 0o[2]0 0 o0 5|10 0 2]0 0 0
0 0 04 1 0 0 0 0/2]0 0
0 0 0,0 4 1 0 0 0 02 I
0O 0 0,0 0 4 0 0 0 0|0 2

Nilpotenta matriser. Observera att ett Jordanblock av storlek n x n édr pa formen
A=AI+N

dér I 4r n x n-identitetsmatrisen och N #r en matris som har nollor férutom 1:or pa superdiago-
nalen.

Exempel 5.3. Om vi t ex har ett Jordanblock av storlek 4 x 4 far vi:

0100 0010 0 001 0 00O
1001 0 > {00 0 1 5 (00 0O 4 10 0 0 O
N= 0 0 01 NT= 0 00O N = 0 00O N = 00 0O
0 00O 0 00O 0 00O 00 0O

Pa samma sitt géller for ett Jordan-block A av storlek n x n med diagonalelement A att (A —

Al =

Definition 5.4. En kvadratisk matris A #r nilpotent om A4 = 0 for nagot heltal d > 0.

Om A ir overtrlangular sa har A? diagonalelementen all, azz’ ..., A% Om A i#r nilpotent si
ar alltsd ay = axp = -+ = ap, = 0. Man kan visa att omvindningen ocksa ar sann. Vi illustrerar
detta med ett exempel (* ar godtyckliga tal):

0 *x *x x 0 0 x = 0 0 0 = 00 0O

10 0 x % > |0 0 0 x 3 |0 0 0O 4 |00 00
A= 0 0 0 = A= 0 00O AT = 00 0O A= 0 00O
00 0O 0 00O 00 0O 0 00O

Tillimpning: berikna exponentialfunktionen av en matris. Om A ir diagonaliserbar A =
PDP~! kan vi beriikna

exp(A) = Pexp(D)P!
och exp(D) r litt att beridkna (se foregaende foreldsning): om D = diag(d,,da,...,d,) sa dr
exp(D) = diag(e?, ..., e). Samma sak giller andra funktioner 4n exp.

Om A inte ir diagonaliserbar kan vi enligt Jordans sats #ndé skriva A = PBP~! dir B #r
p& Jordans normalform och exp(A) = Pexp(B)P~!. Vi kan skriva Jordans normalform som
B = D+ N dir D dr en diagonalmatris och N @r en nilpotent matris. Vidare kommuterar D och
N, dvs DN = ND. Detta ses genom att titta pa varje Jordanblock A = Al + N och notera att A/
kommuterar med varje annan matris. Slutsatsen blir da att:

exp(B) = exp(D +N) = exp(D) exp(N)
Observera att om tva matriser A och B inte kommuterar géller inte exp(A + B) = exp(A) exp(B)
och inte heller exp(A) exp(B) = exp(B)exp(A).
Vi har sett att det &r litt att berikna exp(D). Det dr dven ganska litt att berikna exp(N):
eftersom N" = O far vi:

N2 anl
exp(N)-I—i—N—i— + +(71)'
Samma metod ger for en godtycklig analytisk funktlon f(2):

f”( )

2

FN) = FOI+ FON+ PN+ +f<(—)1(>O)N
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Tillimpning: minimalpolynom och Jordans normalform. Om A = A/ + N ir ett Jordan-
block av storlek 7 x n s dr (A — AI)" = N" = 0 men (A — AI)"~! = N"~! % 0. Fran detta kan
man visa:

Sats 5.5. Minimalpolynomet qa(x) = [I)(x — A)?% diir b, dr storleken pa det storsta Jordan-
blocket med egenviirde A.

I Exempel 5.2 sa &r de karaktiristiska polynomen och minimalpolynomen
pa(x) = qa(x) = x*(x=2)(x—4)°,
pe(x) = (x—=2)% gp(x) = (x—2)°
Det innebir ocksa att en matris A #r diagonaliserbar precis nér alla rotter har multiplicitet 1 i
minimalpolynomet (se TENTA 2020-01-09, Uppg. 9).
Av Jordans normalform f6ljer att den algebraiska multipliciteten a; hos A dr summan av stor-

lekarna av alla Jordan-block med egenvirde A. Alltsa dr det karakteristiska polynomet p(x) =
[T, (x—A4)% och ay > b, . Detta ger ett bevis av Cayley—Hamiltons sats.

Generaliserade egenvektorer. Lat L vara en operator pa ett vektorrum V.
Definition 5.6. En generaliserad egenvektor (Sadun: power vector) ér en vektor & # 0 med
(L—AD"E =0, for nadgot m > 1.
Vi siger att & har ordning m om (L — A1)"€ =0 och (L —AI1)" '€ #0.
Definition 5.7. Det generaliserade egenrummet som hor till A &r
E,={EecV : (L—AI)"E =0, for ndgot m > 1}.

Anmdirkning 5.8. En generaliserad egenvektor av ordning 1 ér en vanlig egenvektor. Om & #r
en generaliserad egenvektor av ordning m med egenvirde A s ir (L — A1) '€ en vanlig egen-
vektor med egenvirde A. Alltsa ér det inga nya egenvirden som tillkommer for att vi betraktar
generaliserade egenvektorer.

Exempel 5.9 (Jordanblock). Om A ir ett Jordanblock av storlek n x n med egenvirde A och
v € Span{ej,ey,...,e;}, dvs om v har koordinater (vi,va,...,v,) SAEr vip ] = viyo = = Viqy
sa dr v en generaliserad egenvektor med egenvirde A och ordning < i (och ordningen &r exakt i
om v; # 0).

Vi har namligen att (A — AI)v € Span{ej,ey,...,e;,_1} eftersom Ae; = Ae; +e;_;.

Vi har alltsa att E; = Span{e; } och E, =R"

Exempel 5.10 (Jordans normalform). Lat A vara pa Jordans normalform, dvs:

Al O - 0
0 Ay -~ 0
A= . . .
0O 0 -+ A,

Om A ir ett egenvirde sa ér:

(1) den geometriska multipliciteten for A antalet Jordanblock med egenvérde A;

(2) den algebraiska mulitpliciteten for A summan av storleken av Jordanblocken med egen-
virde A;

(3) egenrummet E, spannet av de standardvektorer e; sddana att den ite raden &r den forsta
raden av ett Jordanblock med egenvirdet A;

(4) det generaliserade egenrummet E . spannet av de standardvektorer e; sidana att den ite
raden 4r en rad av ett Jordanblock med egenvirdet A.

3
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Bevis av Jordans normalform. Saduns skissar ett bevis av Jordans normalform i ett antal
ovningsuppgifter (§4.9, 4-12). I steg 10 dr det dock ett ganska allvarligt fel.

I de foljande avsnitten skissas ett nagot annorlunda bevis av Jordans normalform. Beviset
fungerar da k = C eller mer allmint ndr det karakteristiska polynomet faktoriserar i linjéra
faktorer.

(1) Forst 6verfor vi matrisen till dvertriangulir form.

(2) Sedan gor vi den till block-diagonal form dir varje block A dr Overtrianguldrt med
samma egenvirde A pa alla diagonalelementen. Nér vi kommit sa hér langt har vi redan
visat att det finns en bas av generaliserade egenvektorer.

(3) Slutligen behandlar vi varje block for sig (som vi kan anta &r nilpotent), och hittar en
Jordanbas.

Steg 1: overtriangulér form. Vi borjar med att hitta en bas sé att matrisen for en linjdr operator
blir dvertriangulir ifall det karakteristiska polynomet kan faktoriseras i linjira faktorer.

Sats 5.11. Om py(x) =1, (x— A;) finns en bas sa att matrisen for L blir évertriangulir med
M, A2, ..., A, pa diagonalen.

7L] * *
0 A -
0 0 - A,
Bevisidé. e Vilje; saatt L(e;) = A;e; och lat W =V /Span{e, }.

e Om ®: V — W ir kvotavbildningen faktoriserar ® o L genom W eftersom Span{e; } C
ker(® o L) och vi har en unik avbildning Ly : W — W med ® oL = Ly o D.

e Antag per induktion att pastaendet stimmer for den inducerade avbildningen Ly pa W.
Observera att pr(x) = (x — A1) pr,, (%).

e Basfallet da dimV = 1 &r trivialt. O

Exempel 5.12. Om n = 2 kan vi enligt Sats 5.11 ovan vilja en bas sa att matrisen for L blir
Moo
0 A

Om A; # A; kan vi vidare vilja basen sa att vi far en diagonalmatris. Exempelvis
117 21 1] 1o
0 1 0 3{(0 1| |0 3

RN R ot

och vi far en diagonalmatris om vi viljer 4 = —a/(A; — A2).

och mer generellt

Steg 2: blockdiagonal form. Vi ska nu ga ett steg till och se att matrisen kan bli en blockdia-
gonal matris dir varje block pa diagonalen dr 6vertriangulédrt med samma egenvirde lidngs hela
diagonalen.

Sats 5.13. Om py(x) = [T—,(x— X)% diir Ay, ..., A, dr distinkta sd finns en bas sd att matrisen
for L blir blockdiagonal
At 0O - 0 Ai ok e %
0 A --- 0 P
. . med NA;= . .
0O 0 -+ A, 0 0 - A

dir A; dr en d; X di-matris.
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Bevis. Enligt Sats 5.11 kan vi vélja en bas sa att matrisen blir dvertriangulér. Nir vi ordnar till
den Gvertrianguldra matrisen kan vi vilja ordningen sa att alla egenvidrden som ér lika hanteras
tillsammans och vi far da att elementen pa diagonalen 4r blockvis lika. Vi ska nu se att det gar
att ordna till sa att alla element utanfor dessa block blir noll.

Vi borjar med att se se pa hur det &r med en 2 x 2-matris som &r 6vertrianguldr med tva olika
egenvirden. Vi sdg i exemplet ovan att om vi byter bas enligt

1ol ' A el u] A M—A)p+a
0 1 0 L|lo 170 A

far vi en diagonalmatris om vi véljer 4 = —a/ (A1 — A2).

Vi kan anvianda denna metod successivt fran vinster till hoger, nedifran och upp for att elimi-
nera alla element ovanfor blockdiagonalen. Vi borjar med understa raden fran vinster och gar
till hoger, ddrefter ndstundersta osv. Pa sa vis kommer de nya eliminationerna inte paverkar de
nollor vi redan dstadkommit.

Detta leder till en blockdiagonal matris dir blocken dr 6vertrianguléra med konstanta diago-
nalelement. g

Anmdrkning 5.14. 1blocket A; sa dr e; en generaliserad egenvektor med egenvirde A; och ord-
ning j eftersom Le; € Span{ey,...,e;_; }. Ddrmed har vi en bas av generaliserade egenvektorer
till L.

Anmdirkning 5.15. Alltsa ricker det nu att veta hur vi kan hantera dessa block. Vi noterar att
N; := A — Al ér nilpotent, dvs uppfyller N/" = 0, for nagot m. Kan vi vilja en bas sa att basbytet
PN;P~! uppfyller Jordans normalsats s& ger detta diven Jordans normalform for A; eftersom

PAP~' = P(M1 +N;))P~! = A, +PN,P~!

Steg 3: nilpotenta operatorer. Vi har sett fran Steg 2 att det ricker att bevisa Jordans normal-
form for nilpotenta operatorer.

Definition 5.16. En operator L &r nilpotent om L™ = 0 for nagot positivt heltal m.

Sats 5.17. Om L dr nilpotent kan vi viilja en bas for V sa att matrisen for L blir blockdiagonal

Al O - 0

0 Ay -~ 0

0 0 - A,
ddr varje block har formen ) .
010 0

0 01 0

000 - 1
000 - 0

Bevisidé. Det finns ett s sd att LS = 0 och L' # 0. D4 dr V = ker(L®) och vi borjar med att
vilja ett delrum W; sa att
V =ker(L*) = ker(L*" 1) @ W,.
Fortsiitt sedan att vilja Wy_; C ker(L*~!) s att
ker(L*~') = ker(L*"2) @ L(W,) ®W,_,.
Det gér eftersom ker(L*~2) C ker(L*~!), L(W;) C ker(L*~!) och ker(L*~2) N L(W;) = {0}.
Vi fortsitter pA samma siitt tills vi har valt Wy C ker(L') sa att
ker(L') = LS (W) @ L 2 (W,_1) @ --- @ L(Wh) © W,
For att se att det gar att vilja W;_ i steget nidr vi skriver

ker(L*%) = ker(L* 1) @ LK (Wy) @ ®© L(W;—g41) © Wi
5
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behdver vi se att spannet av alla utom den sista termen verkligen utgdr en inre direkt summa,
dvs att 0 inte kan skrivas som

0=y+LFx))+  +L*(Xg_rr2) + L(Xs_t41)
dirx; € W;ochy € ker(LS*k*I) utan att alla termer dr noll. Vi far att
L) + -+ L (Xg_pr2) + L(Xg_g41) € ker(L5F1)
vilket innebir att
LK1 (Xg) 4+ + L(Xg—p12) + Xg_gs1 € ker(LS_k)
men da maste alla dessa termer vara noll eftersom vi i steget innan hade
ker(L* 1) = ker(L ) @ L1 (Wy) @ - © L(Wy—442) © Wy gr1-

Vilj nu baser for Wi, W,, ..., W, och de nollskilda bilderna av dessa potenser av L. Tillsam-
mans ger dessa en bas & for V. Med denna bas, i lamplig ordning, kommer vi att fa dimW;
block pa formen ovan av storlek i x i. Mer precist: for varje basvektor w i W;, sa ger w, L(w),
L>(W), ..., L'~!(w) en bas for ett block av storlek i x i. O

Exempel 5.18. Betrakta vektorrummet V = C|x,y|<; av polynom i x och y av grad < 2. Det har
en bas {1,x,y,x?,xy,y*}. Vi har operatorn L = d /dx pa V. Vi far att L3 = 0 och

ker(L?) = Span{1,x,y,xy,y*} och ker(L) = Span{l,y,y*}

och
V =ker(L?) = ker(L?) ® Span{x?},
ker(L?) = ker(L) @ Span{2x} @ Span{xy},
ker(L) = ker(I) @ Span{2} & Span{y} @ Span{y*}
——

=0

si W3 = Span{x*}, W, = Span{xy} och W; = Span{y?}. Med basen {2,2x,x?,y,xy,y*} far vi
matrisen

0
0
0
0
0

S O oo © O
S O oo O~
S O oo ~ O
S|IoC oo © O
oS|I =IO O O

)

0

Anmdrkning 5.19. Antalet block av storlek s x s ges av dimensionen av W. Denna ges i sin tur
enligt konstruktionen av

dim W, = dimker(L*) — dimker(L* ") = (dimV — tkL*) — (dimV —rk L*~') = rk L5~! — rk LS.
I allménhet ges antalet block av storlek i x i av dimW,, fori=1,2,...,s. Fork=1,2,...,s—1
far vi

dimW,_g +dimW,_,| + - - +dim W, = dimker(L* ) — dimker(L* ¥ 1)
= (dimV —rkL* %) — (dimV —rk LS% 1) = vk L1 — k157K,
Om vi beriknar rangerna av L°, L', ... L* fir vi en avtagande foljd dir skillnaderna ger antalet

Jordanblock av minst en viss storlek. Exempelvis ger rk L’ —rk L' totala antalet Jordanblock och
tk L' —rk L2 antalet Jordanblock som 4r minst 2 x 2.
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6. INRE PRODUKTRUM

Malet for idag.

e Inre produktrum 6ver R och C
e Ortogonala baser och Gram—Schmidts metod
e Projektion och ortogonalt komplement

Inre produkt 6ver R. I manga tillimpningar har vi en metrik som kommer fran en inre produkt.
Det gor att vi har ett sétt att méta ldngd av vektorer och vinklar mellan vekorer. Det ser lite olika
ut for reella och for komplexa vektorrum.

Definition 6.1. En bilinjcir avbildning &r en avbildning ¢@(-,-): U x V. — W som uppfyller

e o(x,-): V— W ir linjér for allax € U.

e ¢(-,y): U — W irlinjér forallay € V.
En bilinjdr form pd V idr en bilinjir avbildning B: V x V. — k och den dr symmetrisk om
(P(X,Y) = (P(y,X), vx,yeV.

Definition 6.2. En inre produkt pa ett vektorrum V over R &r en symmetrisk bilinjar form
(-|): V xV — R som uppfyller (x|x) > 0 for alla x # 0.

Definition 6.3. Ett inre produktrum &r ett vektorrum V som é&r utrustat med en inre produkt.

Reella inre produkter som positivt definita symmetriska matriser.

Exempel 6.4. En bilinjir form pa V ir kan alltid representeras av en matris om dimV < 0. Med
en bas Z = {by,by,...,b,} sa dr en bilinjir form @(-,-) bestimd av

@(bi,bj) =gij, 1<i,j<n
vilket ger en matris G = (g;;). Formen ar symmetrisk om G &r symmetrisk. Om X,y € V sa dr
o(x.y) = ([x])" Glyl»
Definition 6.5. Matrisen G kallas for en metrik. Vill vi betona basen % kan vi skriva G .

Sats 6.6. En symmetrisk n X n-matris G definierar en inre produkt om och endast om G dr
positivt definit.

Bevis. Med x =Y y;b; ir (x|x) =y’ Gy, diiry = [x] 5 = (y1,Y2,---,yn)] € R". Alltsd ir (x|x) >0
for alla x # 0 samma sak som att G dr positivt definit. g

Datum: 2023-11-13.
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Inre produkter over C.

Definition 6.7. En avbildning ¢(-,-): U xV — W for komplexa vektorrum &r seskvilinjcir om
e ¢(x,-) dr linjér for allax € U
e ¢(-,y) dr antilinjdr for allay € V, dvs ¢(c1X] + ¢2X2,y) = c1@(X1,y) + 2¢(X2,Y).

En seskvilinjér form pa V dr konjugatsymmetrisk om ¢(x,y) = ¢(y,x), Vx,y € V.

Definition 6.8. En inre produkt pa ett komplext vektorrum idr en konjugatsymmetrisk seskvilin-
jar form (-|-): V x V — C som uppfyller att (x|x) > 0 for alla x # 0.

Anmdrkning 6.9. Det spelar egentligen ingen roll vilken av de tva argumenten vi konjugerar sa
lange vi dr konsekventa. I kursen SF1683 anviinds (kanske) konventionen att det 4r det andra
argumentet som konjugeras och notationen ir (kanske) (x,y) i stillet for (x|y).

Exempel 6.10.
o For C" ger (x|y) = Y7, X;y; en inre produkt.
o For C°([0,1]) ger (flg) = [y f(t)g(t)dt en inre produkt.

Komplexa inre produkter som positivt definita fran konjugatsymmetriska matriser.

Exempel 6.11. En seskvilinjir form pa V kan alltid representeras av en matris om dimV < oo,
Med en bas & = {by,by,...,b,} definieras (-,-) av

(biabj):gija lglngn
Formen &r konjugatsymmetrisk om g;; = gji, Vi, J.
Definition 6.12. Om A ir en matris betecknar AT = AT konjugatet av den transponerade matri-

sen'. Vi siger att A idr konjugatsymmetrisk eller Hermitesk om AT = A.

Matrisen for en konjugatsymmetrisk seskvilinjar form dr alltsa konjugatsymmetrisk (Hermi-
tesk).

Sats 6.13. En konjugatsymmetrisk n X n-matris G definierar en inre produkt om och endast om
G dr positivt definit.

Norm och vinklar.

Definition 6.14 (norm). Normen av en vektor ges av [x| = /(x|x).

Sats 6.15 (Cauchy—Schwarz olikhet). |(x|y)| < |x|-|y| med likhet om och endast om X||y.
Sats 6.16 (Triangelolikheten). [x+y| < |x|+ |y|.

(xly)

——— {or reella
x| [y]

Definition 6.17 (vinkel). Vinkeln 6 mellan x och y definieras av cos6 =
inre-produktrum.

Bevis for Cauchy—Schwarz olikhet. Om x||y har vi likhet. Antag att x Jfy. Da dr W = Span{x,y}
tvadimensionellt. Matrisen for inre produkten pa W ges av

=[5 &)

Sparet ir tr(G) = |x|*> +|y|* > 0 och determinanten ir det(G) = |x|?|y|> — | (x|y)|?, s& vi vill visa
att determinanten &r positiv. Egenvérdena ir reella eftersom

2 x|2 2y 2 <12 — [vI2\ 2
(5006)) ~aer() = (ZTEE) < i st = (2525 ) o 2 0

Om det finns ett egenviirde A < 0 finns en egenvektor som ger EGE = A€ <0, vilket ger
motsigelse. Alltsa maste det(G) > 0.

IDet ir ocksa vanligt med A* eller A istillet for AT. Ibland betyder dock A* bara det komplexa konjugatet A.
2
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(Mer allmént s har varje Hermitesk, dvs konjugatsymmetrisk, matris reella egenvirden vil-
ket vi kommer se senare. En Hermitesk matris 4r positivt definit precis nir alla egenvérden ir
positiva.) 0

Bevis for triangelolikheten. Med Cauchy—Schwarz olikhet far vi
X+ y[7 = x>+ (x]y) + (v1%) + [y1* < [+ 2[x]|y| + [y > = (%] + [y])*. O

Ortogonala baser.

Definition 6.18. En bas Z for ett inre produktrum dr ortogonal om (x|y) =0 for alla x #y i
2. Basen Z idr en ortonormal bas om dessutom |x| = 1 for allax € A.

Anmdirkning 6.19. Om % = {b; },c; &r en ortogonal bas &r

(bi[x) .
x=) ab, <— a= ,Viel
;} (bi[b;)

eftersom (b;|x) = a;(b;|b;) och om & = {e; },cs dr ortonormal dr ddrmed

X = Zaiei — a;=(ex)Viel.
icl
Gram-Schmidts metod.
Sats 6.20. Ett dndligdimensionellt inre produktrum har en ortogonal bas.
Bevisidé. En maximal ortogonal méngd maste vara en ortogonal bas. U
Vi kan ocksa gora det algoritmiskt genom

Sats 6.21 (Gram—Schmidts metod). Om B = {x1,Xa,...,X,} dr en bas for V far vi en ortogonal
bas for'V genom

v (yjlxi)
T (yly;)

HMI

yj, i:172,...,n

Anmdrkning 6.22. Vi kan ocksa gora detta om vi har en uppriknelig bas for V.

Exempel 6.23. Om V = P =R[x] med (p|q) = [, p(x)g(x) dxkan vi borjamed B = {1,x,x%,...}
och fa en ortogonal bas av polynom. Denna ortogonala bas (normerade sa att p(1) = 1) kallas
for Legendrepolynom.

Ortogonalt komplement.

Definition 6.24. Om W C V i ett inre produktrum dr det ortogonala komplementet
={xeV: (xly)=0,Vye W}

Sats 6.25. Om W CV i ett inre produktrum och dimW < e kan vi skriva

V=wows"
Bevis. Vi kan bilda en ortonormal bas {e; };c; for W och far att
y:X—Z<ei|X)e,~ ewt O
icl

Anmdrkning 6.26. Om W ir oéndligdimensionellt kan vi inte gora sa. Tag till exempel

oo

V={feC®): [ ()P <)

och
W ={f€V: fharkompakt stod}.

Dédr Wt = {0} men W #V.
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7. HILBERTRUM OCH DUALA RUM

Malet for idag.

e Hilbertrum
e Duala rum

Hilbertrum.

Definition 7.1 (Cauchyfoljd). En foljd {x;}*, i ett inre produktrum &r en Cauchyfoljd om Ve >
03N eNsaatt |x;, —x;| <edai,j>N.

Definition 7.2 (Hilbertrum). Ett Hilbertrum ir ett fullstindigt inre produktrum V, dvs ett inre
produktrum V dir alla Cauchyfoljder konvergerar: givet en Cauchyfoljd {x;};, sa finns x € V
sd att lim; e [x — x;| = 0.

Anmdrkning 7.3. Alla dndligdimensionella inre produktrum #r Hilbertrum i och med att bade R
och C #r fullstidndiga.
Vi kan skapa mening i odndliga summor, serier, om delsummorna dr Cauchyfoljder.

Vi har nu tva mycket viktiga Hilbertrum som ungefir pa samma sitt som R” och C" ger en
modell for odndligtdimensionella Hilbertrum (med uppriknelig ortonormal bas).

Definition 7.4. Vi har féljande tva Hilbertrum!
o 2(R) = {{xi}iz0: Lizox7 < oo} CIlinoR med (x[y) = ¥;z0xiyi-
o 12(C) = {{xi}iz0: Lizoxil* <o} Cli»oC med (x|y) = Y0 Xiyi-
Precis som med vektorer X = (x1,x2,...,%,) i R" och C" s skriver vi x = (xg,x1,x2,...) =
(xi)72 for vektorer i £2(R) och £2(C).

Anmdrkning 7.5. Det ir nagra saker att verifiera hir (Sadun, Thm. 6.8). Lat x,y € £2(R), dvs
antag att serierna ) ;> xl-2 och };~ yl-2 ar konvergenta. Da behover vi visa:
(1) att £2(R) &r ett vektorrum: dvs att Y=o (x; + /)% = Lis0X7 + 2x,y; +y7 dr konvergent
och att ¥;~(cx;)? dr konvergent;
(2) att den inre produkten (x|y) = ¥.;~(x;y; konvergerar.
Béda dessa pastaende foljer av att |x;y;| < max{x;,y;}> < x7 +y7 eftersom ¥;»0x7 och Y07
konvergerar.2

Datum: 2023-11-13.
IDet forekommer att man iven skriver ¢, vilket Sadun gor. Sadun &r dock lite inkonsekvent och skriver ¢, for
rum av foljder men L? f6r funktionsrum.

2432
20likheten mellan aritmetiskt och geometriskt medelvirde ger en starkare olikhet: |x;y;| = xizyi2 < %

1
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For ¢2(C) blir berdikningarna liknande: |x; +yi|* = |x;|> +2Re(Xy;) + [yif* < ] + 2| -
il + [i|* och sa vidare.

Vi har nu visat att £2(R) och ¢?(C) ir inre produktrum. Man kan ocksa visa att de ir Hilbert-
rum, dvs fullstdndiga (se Sadun, 6.8, Exc. 4).

Baser i Hilbertrum.

Definition 7.6. En ortogonal bas for ett Hilbertrum H ir en ortogonal mingd {x; };¢; sé att

H = Za,-x,- : serien konvergerar
icl

Exempel 7.7. En ortogonal bas for ¢2(R) ges av {e;} ;>0 dire; = (8;;)2, = (0,0,...,0,1,0,...)

ar foljden déar jte positionen dr en etta.

Anmdrkning 7.8. En ortogonal bas i ett Hilbertrum é&r inte en bas i vanlig mening eftersom vi
tillater odindliga linjirkombinationer for att spanna upp Hilbertrummet. Att méngden &r ortogo-
nal innebir dock att den &r linjért oberoende precis som en vanlig bas. I ett Hilbertrum brukar en
bas i vanlig mening kallas for en Hamelbas eller en algebraisk bas. Hamelbaser i odndligtdimen-
sionella Hilbertrum ir alltid 6veruppriikneliga medan t ex /2(R) har en uppriknelig ortogonal
bas.

Funktionsrum. For att hantera funktioner pa intervall eller andra mangfalder behover vi Hil-
bertrummen L?([0, 1],R) och L2([0, 1], C). Den inre produkten ges av

1 ___
le) = [ fwsdr resp. (rlg) = | Ta(r)an

e For att detta ska vara vildefinierat maste | f|? vara integrerbar.

e Det ridcker inte att ta bara kontinuerliga funktioner, eftersom griansvirden av Cauchy-
foljder i C([0, 1)) inte alltid ligger i C([0, 1]).

o Nir vi ldgger till alla sddana griansvérden finner vi funktioner dir |f| = 0 men f # 0. Vi
behover ta kvoten med detta delrum.

Exempel 7.9. Funktionerna fi = x, f> = x%, f3 =x°, ..., pa intervallet [0, 1] & en Cauchyfoljd
och konvergerar mot funktionen
0 om0<x<1
-}

1 omx=1
Denna funktion har normen | f| = [, f(¢)>dr = 0 men ir inte 0.

P4 liknande sitt gar det att definiera L?(U,R) for andra intervall U C R (bade 6ppna och
slutna), inklusive obegriansade intervall som t ex U = R. Man borjar da istédllet med kontinuerliga
funktioner med kompakt stod Co(U): dvs kontinuerliga funktioner f: U — R som é&r O utanfor
négot slutet begrinsat intervall. Konstruktionen av L*(U, C) #r analog.

Exempel 7.10 (Fourierserier, SF1683, Sadun Thm 8.5). En bas for L?([0, 1], R) ges av funktio-
nerna
{1, cos(2n7x), sin(2n7x) }nz] -

Detta ger dven en bas for L*([0, 1], C). En alternativ bas for L2(]0, 1],C) &r

{eznmx}n:o,il,ﬂ,...
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Duala rum.

Definition 7.11. En linjir form pa ett vektorrum V 6ver en kropp k dr en linjir avbildning
V—k

Anmdirkning 7.12. Linjéira former kallas ocksa for funktionaler och kovektorer.

Exempel 7.13. Om ¢: V XV — k ir en bilinjdr form 6ver R sa dr ¢ (—,x) och ¢(x, —) linjidra
former. Over C #r endast den andra en linjir form. Om vi har en inre produkt (-|-) s& #r alltsa
(x|-) en linjér form och vi skriver denna som (x|.

Definition 7.14. For ett vektorrum V 6ver en kropp k ir duala rummet, eller dualen®,
V* =Homy(V,k) = {¢: ¢ idr en linjér form pa V }.

Sats 7.15.

(1) OmV iir ett reellt inre produktrum ger X — (x| en injektiv linjiir avbildning V.— V*.
(2) Om V dr ett komplext inre produktrum ger X — (X| en injektiv antilinjir avbildning
V—V*
Om dimV < oo dr dessa (anti)isomorfier.

Bevis. Beviset dr detsamma i bada fallen. Att avbildningen &r (anti)linjar foljer direkt av defini-
tionen av inre produkt. Om (x| dr nollfunktionen pa V betyder det speciellt att (x|x) = 0, vilket
ger x = 0. O

Exempel 7.16. Om dimV = o blir det inte en isomorfi. Till exempel dr dualen till V = ;- k
lika med V* = [];>¢k.

Exempel 7.17. Om dimV < e och {by,by,...,b,} &r en bas for V ges den duala basen av
{bj,b3,...,b;} dir b/ (b;) = &;. Observera att den linjira formen b} beror pa hela basen och
inte bara b;. Om V ir ett inre produktrum sa har vi ocksa basen { (b, (b2|,..., (b,|} fér V*. Om
{b1,b2,...,b,} dr en ortonormal bas, s dr b} = (b;| for alla i men i allménhet sa dr b} # (b
(se nedan).

Linjéira former som radvektorer. Lat 8 = {by,by,...,b,} vara en bas for V. Detta ger en iso-
morfi R” — V: vi identifierar v € V med koordinatvektorn [v]4 € R”. Det duala rummet V*
kan vi di identifiera med linjira avbildningar R” — R!, dvs (1 x n)-matriser, dvs radvekto-
rer. Om @ € V* sa liter vi [@]z beteckna motsvarande radvektor®. Om v € V och ¢ € V* s3
ar @(v) = [@]%[v]» (matrismultiplikation av en radvektor med en kolumnvektor). Den duala
basvektorn b svarar mot radvektorn (e;)”.

Exempel 7.18. Om V ir ett inre produktrum och G &r metriken i basen 4 sa svarar den linjédra
formen (v| mot radvektorn

[(Vlls = V%G

ty [V]5,G[w] = (v|w). Speciellt &r

()5 = (e)7G.

3Ibland anvinds beteckningen VV.
41 notationen fér matrisen for linjéra avbildningar hade vi skrivit (0], dir & = {e,} ir standardbasen for R.

3
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8. REKURSION OCH DIFFERENTIALEKVATIONER; ADJUNGERADE OPERATORER OCH
SJALVADJUNGERADE OPERATORER

Malet for idag.

o Tillimpningar pa egenvirden och egenvektorer
— Rekursion
— Ordindra differentialekvationer
e Adjungerade operatorer LT och deras matriser
e Sjilvadjungerade operatorer och deras matriser
e Egenvirden och egenvektorer till sjdlvadjungerade operatorer

Linjir rekursion.

Definition 8.1. En linjdir rekursion (av ordning m) dr en talfoljd xo,xy,... som ges av

m
Xn = Zamfixnfia Vn>m
i=1
tillsammans med begynnelsedata xg,x1, ..., x,,—1. Har dr ag,ay,...,a;,—1 och xp,x1,... tal ur en
fixerad kropp k (alternativt skulle man kunna jobba med heltalen eller en godtycklig sa kallad
ring).

Anmdrkning 8.2. Genom att betrakta vektorerna y(n) = (x,,Xn—1,. . .,Xs—m+1) kan rekursionen
skrivas som y(n) = Ay(n— 1) for alla n > m.

Xn am—-1 Am—-2 a aop Xn—1
Xn—1 1 0 0 0 Xpn—2
. 0 1 0 O
Xn—m+2 Xn—m+1
| Xn—m+1 | i 0 0 1 0 | Xn—m |
y(n) y(n—1)

Begynnelsedata ir alltsa samlade i begynnelsevektorn y(m — 1). Man kan visa att det karakti-

ristiska polynomet till A &r
pa(x) =x"— a1 X"V =y X" — - —ajx—ap

(anvinda radutveckling kring den forsta raden for att berdkna determinanten av xI — A).

Datum: 2023-11-19.
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Exempel 8.3. Fibonaccitalen ges av rekursionen
Xn =Xp—1+Xp—2, n=>2
med begynnelsedata xo = 0, x; = 1. Vi kan skriva det som

v =} o|s-n. y=1g

och egenvirdena ges av

2
As = tr(ZA) + \/(tr(ZA)> —det(A) = %j: ‘f

Om motsvarande egenvektorer dr & . och € _ sa kan vi skriva begynnelsevektorn

)= 1] —ogirat
vilket ger
v Ay et e i g

Xn—1

LatA =A, = ”Tﬁ DidrA = —A~! (ty detA = —1 = A, 1) och egenvektorerna ir
A —A!
o e[

(A? = A +1). Konstanterna o, och o_ bestams till
1 —1
(X+ —
n

—, o
V5

RE

Utveckling i diskret tid. Vid vissa tillimpningar har vi tillstandsvektorer som éndras stegvis
x(0),x(1),x(2),... i k" och som uppfyller relationen

x(i) = Ax(i—1), i>1

for en matris A. Vi sag att linjér rekursion #r ett sadant fall.
Om vi kan diagonalisera A kan vi uttrycka allt i termer egenvektorer och vi far

x(i) =A'%(0) = ) a;(4,)'E;
J

dﬁI‘Ag,‘ = 7L,-§,~ och X(O) = Zj Otjéj.

och alltsa

Storre Jordanblock. Om n X n-matrisen A inte &dr diagonaliserbar, men vi har att @E 2 = Kk",
dvs att de generaliserade egenrummen spénner upp k" (vilket intréffar om A har n stycken egen-
virden ridknat med algebraisk multiplicitet, t ex k = C) kan vi hantera de generaliserade egen-
rummen i Jordanblock. For ett block A av storlek s x s med egenvirde A har vi att A=AI+ N
och
k k o
A=QAI+N)}F =Y <i>x’”N'
i=0

enligt binomialsatsen och mer konkret far vi

- qi - 1T TN i

Aol 0 0 A 0 0 01 00
0O A -~ 00 0O A -~ 0 0 00 - 00

. o SRS R PR .
0 0 Al 0 0 A 0 0 01
100 0 A] [0 0 0 A] [0 O 0 0]
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v ({)li_l (siz))'i_ﬁ_z (S,ll)li_s'H_
0 Al (;3)11'7#3 (siz)l’;s”

6 O ii (i)ii,l
1 0 0 0 Ai ]

Exempel 8.4. Om vi har x,, .| = 4x,, — 4x,,_ far vi matrisen
4 —4
=l
med karakteristiskt polynom pa(x) = (x —2)2. Den ir inte diagonaliserbar och vi bestimmer
generaliserade egenvektorer som far matrisen pa Jordans normalform.

&= [ﬂ € ker ﬁ :3] och &= [(1)] eftersom &1 = (A - 20§,
Vi far att
A" =20+ (A-20)" =2"T"+n2" " A= 21) =2"T+n2" " (A —-21)
med hjilp av binomialsatsen eftersom (A — 2I)? = 0. Explicit ger det
4 —4]" 1 0 1 [2 —4 (14+n)2"  —np2mt!
n__ __An n—1 —
A= [1 0 ] =2 [0 1} n2 L —2} - [ n2 =t (1—n)2n]
Om vi skriver x(0) = &1 + &, far vi
A"x(0) = o A"E | + WA E = 0y (2" +n2" (A —20)) &1 + 0 (2" +n2" (A —20)) &
= 0612n§1 + 0n (2"62 —|—n2”‘1§ 1) = (2"061 —|—n2"_1 Otz)gl + 2"06262.

Utveckling i kontinuerlig tid. I andra tillimpningar beror tillstindsvektorerna pa tiden som
x(t) och uppfyller en forsta ordningens linjir differentialekvation
X (t) = Ax(t)

med begynnelsevirden x(0) = xo.
Losningen kan skrivas som x(#) = exp(Af)xo och om vi kan diagonalisera far vi

x(1) = ) ajexp(A;t)§

dﬁl’Aé,‘ = Aigi och xg = Zj ajéj-

Kan vi inte diagonalisera kan vi vilja en bas av generaliserade egenvektorer (inte nodvén-
digtvis en Jordanbas) sa att matrisen blir blockdiagonal med ett egenvérde per block och skriva
A = D+ N dér D ir diagonal och N r nilpotent och D och N kommuterar och vi far formeln

N2 Nn—]
exp(At) = exp(Drt) exp(Nr) = exp(Dr) (1 + Nt + 7t2 ot D)1 t"l)
n— .

Hogre ordningen. Om vi har en hogre ordningens linjért system av differentialekvationer

x"(t) = Ax(t) +BX (1)

kan vi omformulera det som en forsta ordningens differentialekvation genom
X(t)| [0 I|[x()
x"(t)| ~ |A B| |X(¢)

ARSI EING

3

och vi far
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Adjungerad operator.

Definition 8.5. Om L ir en operator pa ett inre produktrum V ir den adjungerade operatorn LY
unikt definierad av att

(L' (®)ly) = (x|L(y)), VxyeV.

Anmdirkning 8.6. Vi behdver kontrollera att det finns en unik sadan operator. Nir V ér dndligdi-
mensionellt sa fljer det av att titta pa matrisen (nésta avsnitt). Nir V dr odndligdimensionellt s&
finns inte alltid L.

Exempel 8.7. Betrakta operatorn L pa ¢*(R) definierad av L(e;) = e;1.1, dvs L((ag, a1, az,...,)) =
(O,G(),a] ,az,asz, ... ) Da ir

(L' (e;)le;) = (eilL(e))) = (eilej1) = & (j11)

Det foljer att L' (e;) = e;_1, dvs LT ((ao,al ,az, ..., )) = (ay,az,as,...). (Vi kan ocksa notera att
L7 oL dr identiteten medan Lo L' inte #r identiteten.)

Exempel 8.8. Betrakta operatorn L pa />(IR) definierad av L(e;) = e; + e+ --- +e;. D4 &r

1 omj>i
(L' (e;)]e;) = (ei|L(e))) = (eile; +er+---+ ;) = { /=
0 annars

Detta ger att L(e;) =e;+e€;+1 +--- = (0,0,...,0,1,1,1,...) vilket inte dr en konvergent f6ljd.
Dirfor existerar inte den adjungerade operatorn.

Matrisen for den adjungerade operator.

Sats 8.9 (Sadun, Thm. 7.2). Om A ér matrisen for L med avseende pd en ortonormal bas {e;}ic;
ges matrisen AT for L™ av

(AT)ij =Aji.

Bevis.

(AT);j = (el L7 (e))) = (LT (e))lei) = (ej[L(er)) = Aji U
Definition 8.10. Det Hermiteska konjugatet AT av en matris A ir konjugatet av transponatet.
Alltsa ér [LT) = ([L] 5)".

Exempel 8.11. I Exempel 8.7 har vi:

00 0O 01 00
1 00 O 0010
(L) = 01 00 [LT]g: 00 01
0010 00 00
Exempel 8.12. I Exempel 8.8 har vi:
11 1 1 ... (1 0 0 0 ...]
01 1 1 1 1 0O
Ly = 0 0 1 1 LZ 111 1 0
] 000 1 Lz 111 1

Men [L]Jf%, ir inte matrisen for en operator eftersom normen av varje kolumn &r oéndlig.
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Sjilvadjungerade operatorer och Hermiteska matriser.

Definition 8.13. En operator L pa ett inre produktrum #r sjdlvadjungerad, eller Hermitesk, om
L=L". En matris A ir Hermitesk om A = A",

Sats 8.14 (Sadun, Thm. 7.3). En operator L dr sjilvadjungerad om och endast om matrisen for
L dr Hermitesk for varje val av ortonormal bas for V.

Bevis. Lir sjilvadjungerad <= L=L" <= [L]z=[L"]5 = [L]Ej (om 4 dr ortonormal). [J

Anmdrkning 8.15. For reella inre produktrum 4r A" = AT och Hermiteska matriser 4r symmet-
riska matriser.

Egenvirden och egenvektorer till sjdlvadjungerade operatorer.

Sats 8.16 (Sadun, Thm. 7.4(a)). Egenvdrden till sjilvadjungerade operatorer dr reella.

Ijevi& L(E) =28 = AlE)> = (AE|E) = (L(E)IE) = (IL(E)) = (EIAE) =AE|” = IE

Sats 8.17 (Sadun, Thm. 7.4(b)). Egenvektorer till en sjilvadjungerad operator som hor till olika
egenvdrden dr ortogonala.

Bevis. Om L(&) = A& och L(&,) = L&, fér vi

2(811€2) = (L(&1)|€2) = (E1]L(E2)) = 12(E11E2)
och <§1]§2>:Oom),17é/12 O

Ortogonala baser av egenvektorer.

Sats 8.18 (Sadun, Cor. 7.5). Om L dr sjdlvadjungerad och diagonaliserbar finns en ortogonal
bas av egenvektorer.

Bevis. Eftersom L dr diagonaliserbar dr V = @, E; . Enligt forra satsen dr E; | E, om 4 # u.
De ortogonala baserna for varje egenrum ger en ortogonal bas for V som bestar av egenvektorer
till L. OJ

Ortogonal diagonalisering av sjilvadjungerade operatorer.

Sats 8.19 (Sadun, Thm. 7.6). For en sjdlvadjungerad operator pa ett dndligtdimensionellt inre
produktrum over C finns en ortogonal bas av egenvektorer.

Bevis. Det finns minst ett egenvirde A. Tag & # 0 med L(&) = A& och 1t W = Span{§}. Vi
kan skriva V = W @ W+ (explicit: vi har basen {€} fér W; utoka till en bas 2 for hela V och
gor basen ortogonal med Gram—Schmidt; andra delen av basen ir nu en ortogonal bas for W-).
Vidare ir L(W) C W eftersom & en egenvektor och L(W+) C W+ eftersom

yeWs = (x|L(y)) = (L(x)]y) = (Ax]y) =0 = L(y) e W~

Alternativt kan vi skriva ner matrisen for L i basen 4. I blockform:

AMoox
Eftersom [L] 4 ér Hermitesk sa &r [L]L? = [L] 5. Alltsa dr radvektorn mérkt med * lika med noll-
vektorn. Alltsa #r [L]» block-diagonal och L(W+) C W+, Matrisen for restriktionen av L till
W+ dr B.
Per induktion dver dimV kan vi anta att det finns ortogonal bas %’ av egenvektorer for L pa
W och vi far di att {€} U2’ ir en ortogonal bas av egenvektorer. (Basfallet fér induktionen &r
trivialt.) Il
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BILAGA A. LITE EXTRAMATERIAL SOM INTE TOGS UPP PA FORELASNINGEN

Duala avbildningar och duala operatorer. Lite mer om detta kommer i slutet av kursen.

Definition A.1. Om L: V — W #r en linjér avbildning ges den duala avbildningen L*: W* —
V*av
L (9)(x) = ¢(L(x)), VxeVVpeW"

Sats A.2. Om A dr matrisen for L med avseende pa baser {ey,e;,...,e,} och {f|,f5,....f,}

for V respektive W dr AT matrisen for L* med avseende pd de duala baserna {ti.5,....£.}
respektive {e],€;,... e}
Anmdirkning A.3. Om L dr en operator pa ett reellt inre produktrum och Z = {ej,e,,...,e,} dr

en ortonormal bas kan vi se V* som V genom den inre produkten och den duala basen dr 2.
Den duala operatorn L* sammanfaller d4 med den adjungerade operatorn L.

For ett komplext inre produktrum giller inte samma sak eftersom identifikationen av V med
V* som ges av den inre produkten inte &r en linjdr avbildning och darfor inte en isomorfi av
vektorrum.
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9. ORTOGONALA OCH UNITARA OPERATORER

Malet for idag.

e Ortogonala operatorer och matriser
e Unitéra operatorer och matriser
e Diagonalisering av ortogonala och unitidra matriser.

Operatorer som bevarar Lingd pa reella inre produktrum.
Anmdrkning 9.1. En inre produkt pa ett reellt vektorrum ges av dess norm eftersom

x+y[*—|x—y
(xly) = YT REYE

Sats 9.2 (Sadun, Thm. 7.12). For en linjir operator pa ett reellt inre produktrum 'V dr foljande
ekvivalent:

,Vx eV.
), dvs (L(x)|L(y)) = (x]y), ¥x,y € V.

(i) L bevarar normen, dvs |L(x)| = |x
(ii) L bevarar (-
(iii) LToL=1.

Om dimV < oo dr dven foljande ekvivalent med ovanstdende
(iv) L' =171
(v) LoL" =1
(vi) L avbildar ortonormala baser pa ortonormala baser.

Definition 9.3. En operator som bevarar normen, eller ekvivalent den inre produkten, kallas for
en isometri.

Exempel 9.4. Att normen bevaras innebir att bara nollvektorn kan avbildas pa nollvektorn, sa
operatorn maste vara injektiv. Ddremot behover den inte vara surjektiv. Exempelvis bevarar ope-
ratorn L pa £>(R) som ges av {ao,ay,az,... } — {0,a0,a1,az,... } normen, men ir inte surjektiv.
Alltsa dr L en isometri som inte &r surjektiv.

Datum: 2023-11-19.
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Ortogonala operatorer och matriser.

Definition 9.5. En operator L pa ett reellt inre produktrum V &r en ortogonal operator om

(1) L ar inverterbar; och

(2) LT =L, dvs (x|L(y)) = (L"'(x)|y) for allax,y € V.
En ortogonal matris dr en matris som motsvarar en ortogonal operator med avseende pa en
ortonormal bas.

Anmdirkning 9.6. Eftersom L #r inverterbar sé 4r x = L(L~!(x)) och med z = L~!(x) blir det
andra villkoret ekvivalent med (L(z)|L(y)) = (z|y), Vz,y € V. En ortogonal operator &r alltsa
detsamma som en inverterbar isometri. Observera att Exempel 9.4 &r en icke-inverterbar isome-
tri: L'L=1Imen LL" #1.

Om V ir dndligtdimensionell sa medfor isometri inverterbar:

Sats 9.7 (Sadun, Thm. 7.12). Féljande dr ekvivalent for en reell kvadratiska (n X n)-matris A:

(i) A dr ortogonal

(i) AAT =1

(iii) ATA=1

(iv) Kolumnerna i A utgor en ortonormal bas for kolonnrummet.
(v) Raderna i A utgor en ortonormal bas for radrummet.

Operatorer som bevarar lingd pa komplexa inre produktrum.
Anmdrkning 9.8. En komplex inre produkt bestims genom normen genom

(xly) = Xy — -y +ilx— iy —ilx+iy]?
n .

Sats 9.9 (Sadun, Thm. 7.12). Fér en operator L pa ett komplext inre produktrum 'V dr foljande
ekvivalent:

(i) L bevarar normen, dvs |L(x)| = |x|, Vx € V.
(ii) L bevarar (-|-), dvs (L(x)|L(y)) = (x]y), Vx,y € V.
(iii) LToL=1
Om dimV < oo dir dessutom foljande ekvivalent med ovanstdende
(iv) L' =L""
(v) LoLt =1
(vi) L avbildar ortonormala baser pa ortonormala baser.

Vi kallar en operator L som bevarar normen for en isometri.

Unitiira operatorer och unitira matriser.

Definition 9.10. En operator L ett komplext inre produktrum V' &r en unitdr operator om

(1) L &r inverterbar; och

(2) L' =L7', dvs (x|L(y)) = (L~ (x)]y) for allax,y € V.
En unitér matris dr en matris som motsvarar en unitidr operator med avseende pa en ortonormal
bas.

Anmdrkning 9.11. Nar L &r inverterbar sa ar det andra villkoret liksom tidigare ekvivalent med
att L dr en isometri:

(LX[L(y)) = (x[y), WxyeV.
Om V ir dndligtdimensionellt s medfor isometri inverterbar:
Sats 9.12 (Sadun, Thm. 7.12). Foljande dr ekvivalent for en komplex kvadratisk (n x n)-matris
A:

(i) A dr unitdr
(ii) AAT =1
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(iii) ATA =1
(iv) Kolonnerna i A utgor en ortonormal bas for kolonnrummet.
(v) Raderna i A utgor en ortonormal bas for radrummet.

Exempel 9.13. Lt V = L?(IR, C) vara Hilbertrummet av kvadratintegrerbara funktioner f: R —
C. For a € R, betrakta operatorn

Li:V—V, LJ(f)(x)=f(x+a)

Da dr L, en isometri ty

LNP = [ fa+aPar= [ |fwPdr= P

—o0 —o0

5]

Vi har ocksa att (La)_1 = L_,: operatorn L, forskjuter funktionsgrafen a at vinster och L_,
forskjuter funktionsgrafen a at hoger. Alltsa dr L, inverterbar och ddrmed unitir. Speciellt dr
den adjungerade operatorn (L,)" = L_, vilket ocks4 gir att verifiera direkt.

Egenviirden och egenvektorer till ortogonala och unitira operatorer.

Sats 9.14 (Sadun, Thm. 7.13). Om L dr unitdr (eller bara isometrisk) sa har alla egenviirden
absolutbelopp 1.

Bevis. Lat A vara ett egenvirde och vilj en egenvektor & # 0 med L(§) = AE. Vi har att

&1 =IL(E)I =128 =1A[- 18] = |A[=1

eftersom L bevarar norm och € # 0. O

Sats 9.15 (Sadun, Thm. 7.13). Om L dir unitdir (eller bara isometrisk) och & och &, egenvekto-
rer med distinkta egenviirden Ay # A, sd ir (£1]&2) = 0.

Bevis. Eftersom L bevarar den inre produkten sa ar:

(&1162) = (L(EIL(E2)) = (M&1|M&2) = LA (§11&2).

Vi har att 1; = ll’l eftersom |A;| = 1. Eftersom A; # A, sa dr lfllz # 1 och allts ir (&|&,) =
0. O

Sats 9.16 (Sadun, Thm. 7.13). Om L dr unitdr och dimV < oo finns en ortogonal bas av egen-
vektorer till L.

Bevis. Det finns minst ett egenvirde A. Vilj en egenvektor & # 0 med L(§) = AE. Lat W =
Span{&}. Vi har att L(W~) C W+ eftersom L bevarar den inre produkten och |A| = 1:

XxEW" = 0=(§[x) = (LE)IL(x)) = (A§|L(x)) = A (¢|L(x)) < L(x) eW™.

Alltsi kan vi per induktion anta att det finns en ortogonal bas %’ for W av egenvektorer till L.
Dirmed dr 2 = {& } U%’ en ortogonal bas for V av egenvektorer till L. Basfallet for induktionen
ar nar dimV = 1 da pastaendet &r trivialt eftersom L innebdr multiplikation med ett komplext tal
av belopp 1.

For ett mer explicit argument, kan vi vilja en ortogonal bas & = {&,by,bs,...,b,} vars
forsta basvektor ir €. DA far matrisen utseendet

L)z = (aij) = [?) ;}

Eftersom [L] ir unitir sa utgor kolumnerna en ortonormal bas. Detta betyder att Aa; ;=0 for
j > 1, dvs alla elementen markerade med * dr 0. Det rdcker nu att diagonalisera B som &r en
operator pa Span{bs,bs,...,b,} (vilket precis dr W). O
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10. OPERATORER PA INREPRODUKTRUM. REPETITION OM INREPRODUKTRUM

Malet for idag.

Exponentialavbildningen och unitira operatorer.

Normala operatorer och ortogonalt diagonaliserbara operatorer.
Symmetriska operatorer och kvadratiska former.

Repetition med tentaexempel (ej i TeX-anteckningarna).

Exponentialavbildningen och unitiira operatorer.

Sats 10.1 (Sadun, Thm. 7.16). Om L dr en sjilvadjungerad (Hermitesk) operator pa ett iindlig-
dimensionellt inre produktrum V dr exp(iL) unitiir.

Bevis. Vilj en ortonormal bas av egenvektorer 8. Da dr matrisen for L diagonal D = [L]|5 =
diag(A;, A, ..., A,) och egenvirdena #r reella. Alltsa dr

[exp(iL)] = diag(e™ ... &™)
vilket dr en unitdr matris eftersom ‘eilf‘ = 1. (Att A € R &r ekvivalent med att |exp(id)| = 1.)
Explicit dr el = =ik = (e"’l-f')i1 och alltsd exp(iL)" = exp(iL)~". O
Korollarium 10.2 (Sadun, Cor. 7.18). Om A dir en anti-symmetrisk reell operator sa dir exp(A)
ortogonal.

Bevis. B= —iA dr Hermitesk sd exp(A) = exp(iB) &r unitér och reell, alltsd ortogonal. O

Ortogonalt diagonaliserbara operatorer (normala operatorer).

Sats 10.3 (Sadun, Thm. 7.7, Thm. 7.13). Ldt L vara en operator pa ett vektorrum V som har en
ortogonal bas av egenvektorer till L.

(a) L dr sjalvadjungerad <> L har reella egenvirden.

(b) L dr unitir <> L har egenvdrden av belopp 1.

Bevis. Vilj en ortonormal bas % av egenvektorer till L. Da dr matrisen D = [L]4 diagonal
med egenvirdena pa diagonalen: D = diag(A;,A,, ..., A,). Eftersom basen #r ortonormal s dr L
sjalvadjungerad om och endast om D™ = D och L ir unitir om och endast om DY = D~!. Satsen
foljer eftersom

AT =diag(Ay,...,A,)
A =diag(A 0
och A; = A; om och endast om A; € R och A; = Ai’l om och endast om |A;| = 1. O
* Daum: 2023-11-19,
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Definition 10.4. En operator L ir normal om LLT = LTL.

Exempel 10.5. Vi har sett tva klasser av normala operatorer
(1) En sjilvadjungerad operator (LT = L) dr normal: L> = L.
(2) En unitér operator (LY =L~") dr normal: I =I.

Det finns dven normala operatorer som varken #r sjdlvadjungerade eller unitéra.

Exempel 10.6. Om L ir sjilvadjungerad (Hermitesk) sd #r iL anti-Hermitesk: (iL)" = —iL.
Anti-hermiteska operatorer dr ocksa normala. Om L &r unitir sa dr aL normal for alla a € C:
(aL)(al)" = aa = |a|* = (aL)"(aL).

Sats 10.7 (Sadun, exploration p. 215). En operator L pa ett komplext dndligt-dimensionellt inre
produktrum 'V dr normal om och endast om det finns en ortogonal bas bestdende av egenvektorer
till L.

Bevis. Om det finns en ortonormal bas % bestaende av egenvektorer sa far vi att
A= [L]Lag = diag(ll,)LZ, .. .,ln).
Eftersom basen #r ortonormal si dr AT = [L];, och alltsa
AT =L 5 = diag(A1,..., Ay)
och '
ATA =diag(|M],..., | 2al?) = AAT
Alltsa dr L normal.

Omviint, om L #r normal, vilj ett egenvirde A och motsvarande egenvektor &. Vilj en orto-
normal bas {&,b,,...,b,} vars forsta basvektor ér &. DA far matrisen utseendet

A=ILy = (ay) = [ﬁ ;}

Eftersom basen ir ortonormal si ir AT = [L]j;? och eftersom L #r normal si ar ATA = AAT.
Tittar vi pa elementet i position (1, 1) av dessa tva n x n-matriser sa far vi att normen av forsta
kolumnen &r lika med normen av forsta raden:

‘/'L‘Z = M‘z-i- ’a]z‘z-i- \a13|2—|— s |a1n]2.

Alltsd dr a;; = 0 for j > 1, dvs alla elementen markerade med * dr noll. Sedan argumenterar vi
med induktion pa n liksom i bevisen for sjdlvadjungerade och unitira operatorer. O

Symmetriska operatorer.

Definition 10.8. En sjilvadjungerad (Hermitesk) operator pa ett reellt inre produktrum kallas
for en symmetrisk operator.

Anmdrkning 10.9. Att L dr symmetrisk betyder alltsa att om vi viljer en ortonormal bas % s& ar
(L], = [L] %, dvs matrisen [L] dr symmetrisk.

Exempel 10.10. En kvadratisk form f4 pa R" (se nista avsnitt) kan representeras av en sym-
metrisk (n X n)-matris A som ger en symmetrisk operator pa R”.

Sats 10.11 (Sadun, Thm. 7.8). For en symmetrisk operator S pa ett dndligtdimensionellt inre
produktrum 'V éover R finns en ortogonal bas av egenvektorer.

Bevis. Vilj en godtycklig ortonormal bas 2. Lat A = [S]4 vara matrisen for S. Da 4r A reell
och symmetrisk. Eftersom A dr Hermitesk, sa dr egenvirdena reella (Sats 8.16) och det finns en
ortogonal bas av komplexa egenvektorer (Sats 8.19).

Egenrummet E; = ker(A/ —A) kan bestimmas genom Gauss-elimination och dimensionen
(dvs den geometriska multipliciteten) ges av antalet ledande ettor i den rad-reducerade matrisen.
Dimensionen for egenrummet E; beror alltsd inte pa om vi betraktar matrisen som en reell eller
komplex matris. Alltsa dr den geometriska multipliciteten lika med den algebraiska multiplici-

teten for alla egenvirden och vi har en bas av reella egenvektorer. Med Gram—Schmidt kan vi
2
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konstruera en ortogonal bas for varje egenrum och detta ger en ortogonal bas for hela V' eftersom
egenrummen till olika egenvirden &r ortogonala for Hermiteska operatorer (Sats 8.17). 0

Korollarium 10.12. En ortogonal matris A dr diagonaliserbar om och endast om den dr sym-
metrisk, eller ekvivalent, endast har egenviirdena +1.

Bevis. Som komplex matris dr A unitidr och ddrmed diagonaliserbar med egenvérden av absol-
utbelopp 1. For att den ska vara diagonaliserbar som reell matris maste alla egenvirden vara
reella (dvs £1). D4 &r A dven Hermitesk och alltsd symmetrisk eftersom A &r reell. Vi har sett
att symmetriska reella matriser alltid 4r diagonaliserbara. O

De allra flesta ortogonala matriser &r alltsa inte diagonaliserbara.

Exempel 10.13. Lét 6 € [0,27) och 14t L: R?> — R? vara operatorn som roterar 6 radianer
motsols. I standardbasen svarar da L mot den ortogonala matrisen

A— cos® —sinf
" |sin@ cosH

vilken har de komplexa egenvirdena cos 6 £ isin & med belopp 1. Dessa egenvirden ir reella
precis nér

e 0 =0:daidr A =1 och egenvirdena ar 1, eller
e 0 =m:dadrA = —I och egenvidrdena dr —1.

For alla andra vinklar 0 dr L ej diagonaliserbar 6ver de reella talen.

Kvadratiska former.
Definition 10.14. En kvadratisk form pa k" ar en funktion ¢g: k* — k pa formen

q(X) = fA(X1,x2,. .. ,x,,) = ZAijxixj = XTAX
i’j

dar A ar en n X n-matris.

Anmdrkning 10.15. En kvadratisk form #r ett homogent polynom av grad tva, dvs ett polynom
dér alla termer har grad tva. Savida inte 2 =01 k, t ex om k = [F;, sé kan vi ordna sa att A dr
symmetrisk genom att ersitta A med %(A +AT).

Exempel 10.16. Tva kvadratiska former och motsvarande symmetriska matriser

B ) |10
q(x,y) =x"+y", A—[O 1

1

2 2 2 } 2
q(x,y,2) =x"+xy+y~ —3xz—2", A=|53 1 0
3
-3 0
Exempel 10.17. En bilinjir form pa k", dvs en bilinjdr avbildning ¢: k" x k" — k ger en
kvadratisk form genom ¢(x) = ¢(x,x). Notera att ¢(x,y) = x’ Ay for ndgon matris A och att
q(x) = x" Ax. Omvint, om 2 # 0 i k s& ger en kvadratisk form g upphov till den symmetriska bi-
linjéra formen @(x,y) = 3 (q(x+y) — g(x) — ¢(y)). Om g(x) = x” Ax for en symmetrisk matris

A, sd dr @(x,y) = x Ay. Nir 2 # 0 ir dérfor foljande tre begrepp ekvivalenta

(1) symmetriska n X n-matriser A,
(2) kvadratiska former ¢(x) pa k", och
(3) symmetriska bilinjéra former @(x,y) pa k".

Sats 10.18. Om fy dir en kvadratisk form pa R" antar den ett storsta viirde A pd enhetssfiiren
x| = 1. Det finns en egenvektor € till A+ AT med egenviirde 2A. Speciellt, om A ir symmetrisk,
sd dr & en egenvektor till A med egenviirde A. Det storsta viirdet A hos fy pd enhetssfiren
intrdffar i éé

3
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Bevis. Enhetssfiaren dr kompakt (sluten och begrinsad) och dirfor har f4 ett storsta virde pa
enhetssfiaren. Sfiren ges av ekvationen x% +X% +-+-+x2 =1 och enligt Lagranges metod ir
fa(x) maximal da

VA=AV (Yx) <« @A+A")x=2x O

BILAGA A. EXTRAMATERIAL: MATRISGRUPPER

Matrisgrupper.

Definition A.1. En grupp &dr en méngd med en binér operation x: G X G — G och ett speciellt
element e som uppfyller

(i) (axb)xc=ax(bxc),Va,b,c €G. (associativitet)
(il) axe=exa=a,Va € G. (identitet)
(iii) Vae G, dbe Gsaattaxb=bxa—=ce. (invers)

Till exempel #r varje kropp och dven heltalen en grupp under addition. Matriser &dr ocksa
en grupp under addition. Alla dessa exempel dr abelska grupper: additionen dr kommutativ
a+ b = b+ a. Vi ska se att matriser under multiplikation utgor en icke-abelsk grupp.

Definition A.2. Lat k vara en kropp. Den allmdnna linjira gruppen (en: general linear group)
ar mingden
GL,(k) = {A € M,(R) : A dr inverterbar}
med matrismultiplikation som operation. Om V ér ett vektorrum 6ver k, dr pa samma sétt den
allménna linjdra gruppen pa V mingden
GL(V)={L: V — V : Lir inverterbar}
med sammanséttning av linjdra avbildningar som operation.
Anmdrkning A.3. GL, (k) dr detsamma som GL(k").
Sats A.4. GL, (k) och GL(V) dr grupper.

Bevis. Det ricker att visa att GL(V) ér en grupp.

(1) Sammansittning av funktioner dr associativ sa forsta axiomet héller.

(2) Identitetsavbildningen ir en linjér avbildning sa vi har I € GL(V). Alltsd e = I i andra
axiomet.

(3) Per definition s har varje L € GL(V) en invers funktion L~!. Inversen av en linjir
avbildning #r ocksé linjir sd L~' € GL(V) och vi har att LoL™' = L™'oL =1. Om
a = L i tredje axiomet ir alltsd b = L. O

Ortogonala och unitéra grupper.

Definition A.5. Vi har féljande delméngder av GL,(R):

e Ortogonala matriser: O,(R) = {A € M, (R) : A dr ortogonal }
e Speciella ortogonala matriser: SO, (R) = {A € M,(R) : A ér ortogonal och det(A) = 1}.

Vi har f6ljande delmingder av GL,,(C):

o Unitdra matriser: U,(C) ={A € M,(C) : A ir unitir}
e Speciella unitdra matriser: SU,(C) = {A € M,(C) : A dr unitdr och det(A) =1}

Observera att ortogonala och unitira matriser alltid #r inverterbara: per definition ir ju A7 =
A lresp. AT =A71)

Pa samma sitt, om V ir ett inre produktrum 6ver R definierar vi O(V') och SO(V') och om V
dr ett inre produktrum 6ver C definierar vi U(V') och SU(V'). Observera att SO(V') och SU(V)
bara gar att definiera for dndligt-dimensionella inre produktrum och att determinanten inte beror

pa valet av bas.
4
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Sats A.6. O,(R), SO,(R), U,(C), SU,(C) dr grupper under matrismultiplikation. Om 'V dr ett
inre produktrum over R sa dr O(V) och SO(V) grupper under sammansdttning. Om 'V dr ett
inre produktrum over C sa ir U(V) och SU(V) grupper under sammansdttning.

Bevis. Det ricker att visa att matrismultiplikationen ér definierad pa dessa delméngder av GL,, (k).
Om t ex A och B ir ortogonala: AT = A~! och B = B!, sa iir (AB)T = BTAT =B~ 'A~! =
(AB)*1 och alltsé &r dven AB ortogonal. For ortogonala operatorer Ly och L, ser vi att Lj o L,
dr ortogonal pd samma sitt genom att anvinda att (LjoL,)" = L; OLI och (LjoLy)~ ! =
LytoL;!. O

Anmdrkning A.7. O(V) kallas den ortogonala gruppen och SO(V) kallas den speciella ortogo-
nala gruppen. SO3(R) utgor gruppen av stelkroppsrotationer i rummet. U(V) kallas den unitdira
gruppen och SU(V) kallas den speciella unitira gruppen.
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MATERIAL OM SINGULARVARDESUPPDELNING OCH
PSEUDOINVERSER

1. SINGULARVARDESUPPDELNING

1.1. Normalform for linjar avbildning. Nir vi arbetar med egenvirden, egenvektorer
och diagonalisering handlar det om att vilja en bas sa att matrisen for en operator L blir
pa sa enkel form som mojligt. Om vi ser pa linjdra avbildningar L: V — W har vi
storre frihet i och med att vi kan gora valen av bas for V och W oberoende av varandra.
Det visar sig da att det alltid gar att fa matrisen pa en mycket enkel form med bara ettor
och nollor.

Sats 1.1. Om L: V — W dr en linjdr avbildning mellan dndligdimensionella vektor-
rum kan vi viilja baser for V.och W sa att matrisen for L blir en blockmatris pa formen

1 0
00
ddir I dr en identitetsmatris av storlek r X r déir r = rk L.

Bevis. Lat V" = kerL och vilj ett komplement V' till V", dvs V = V' @ V", Detta kan
(till skillnad fran ett ortogonalt komplement) goras pa manga olika sitt. Konkret kan vi
borja med en bas X, 1,X,42, ..., X, for V", sedan utvidga till en bas = {x1,X2,...,X,}
for hela V och slutligen ta V/ = Span{xy,x3,...,X,}.

Lat W' = imL och vilj ett komplement W” till W/, dvs W = W/ & W”. Aterigen kan
vi vilja ett komplement pa manga olika vis.

P4 grund av definitionen av V' ir restriktionen av L till V/ en isomorfi mellan V' och
W', Viskriver L' = L|y/: V' — W' didr alltsd L' (v) = L(v) forallav e V'.

Om vi nu later y; = L(x;) for i = 1,2,...,r s& far vi en bas for W’ sadan att ma-
trisen for L’ blir identitetsmatrisen. Slutligen utokar vi som tidigare till en bas %’ =
{y1,¥2,.--,¥Ym} for hela W dir alltsa W” = Span{y,+1,...,¥Ym}-

Matrisen for L blir da pa den onskade formen med avseende pa baserna % och %’

O

Notera 1.2. Satsen kan omformuleras som: det finns baser & = {xi,...,x,} och &' =
{y1,...,¥m} for V.och W sa att

L(x) yi oml<i<r
X;) =
' 0 omr+1<i<n

Datum: 28 december 2024.
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1.2. Adjungerad avbildning. Tidigare har vi sett pa adjungerade operatorer. Vi kan
gora motsvarande dven for linjdra avbildningar mellan olika vektorrum. For en linjér
avbildning L: V — W kan vi definiera en adjungerad avbildning LT: W — V. Liksom
tidigare existerar L' inte alltid i det oéndligt-dimensionella fallet.

Definition 1.3. Om L: V — W ir en linjér avbildning mellan inre produktrum ges den
adjungerade avbildningen, L': W — V av

(L(y)Ix) = (yIL(x)),  VxeV,VyeW.
Notera 1.4. Av definitionen foljer att:
kerL" = (imL)* och kerL = (imL")*

Sats 1.5. Om vi vdljer ortonormala baser for V. och W och matrisen for L dr A ges
matrisen for LT av A7,

Bevis. Om % = {e},ey,...,e,} och ' = {f},... £, } dr ON-baser for V och W s &r
alltsa A = [L]%”,{%’ och

Ay = (E]L(e))) = (L' ()]e)) = (e L7 (E)) = By
dir B #r matrisen for LT, dvs B = [L‘L]%%/. 0

1.3. Singulédrvirdesuppdelning. Vi sag tidigare att vi kunde vilja baserna for V och
W oberoende av varandra sa att matrisen for en linjar avbildning L: V. — W blir pa
en mycket enkel form. Om vi har en avbildning mellan inre-produktrum 4r det naturligt
att bara tillata oss att vilja ortonormala baser for V och W och da har vi inte lika stor
frihet. Det visar sig dock att vi kan komma ganska néra.

Sats 1.6. Om L: V — W dr en linjir avbildning mellan dndligdimensionella inre
produktrum kan vi vdilja ortonormala baser for V. och W sa att matrisen for L med
avseende pd dessa baser blir en blockmatris X. pa formen

D 0
0 0
ddr D dr en positiv reell diagonalmatris.

Notera 1.7. Precis som for diagonalisering dr baserna inte unika, men de positiva diago-
nalelementen, singuldrvdrdena, dr unikt bestimda (inklusive deras multiplicitet). Oftast
brukar man ordna singuldrvérdena i fallande ordning och da blir X unikt bestamt. Ibland
raknas dven nollor pa diagonalen av X, utanfér D, som singuldrvirden.

Bevis. ViskriverV=V'@V" och W =W'®W" dir

o V' = (kerL)*:
o V" =kerL
e W =imL
e W' =(imL)*

Observera att det ortogonala komplementet (som dr meningsfullt eftersom vi har inre
produktrum) dr unikt till skillnad fran de komplement vi valde i beviset till Sats

Som i det beviset far vi en isomorfi L' = L|y: V/ — W'

Om vi viiljer godtyckliga ON-baser for V” och W” sa éterstar det att viilja ON-baser
for V' och W' sd att [L'] = D. Observera att vi inte kan vilja en ON-bas X1, X3, ..., X, for
V' och sedan sitta y; = L(x;) for i = 1,2,...,r. Detta skulle ge en bas for W' men inte
nddvindigtvis en ON-bas (sdvida inte L' dr unitir). Genom att betrakta L': V/ — W’
istéllet for L: V — W har vi alltsa reducerat till fallet da L &r inverterbar.
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Bilda nu operatorn H: V& W — V @& W genom H(x,y) = (L'(y),L(x)). Med av-
seende pa ortonormala baser for V och W far H den Hermiteska matrise

0 A'
=10
om A dr matrisen for L. Alltsa dr H sjdlvadjungerad och eftersom H kommuterar med
H? kan vi dérfor vilja en gemensam ortogonal bas av egenvektorer. Dessa ir pa formen

[Xi] med

Yi
0 AJr X; — 2 X; och ATA 0 X;i| ) X;
A 0| lyil ™ "ly 0 AAT| |lyi] TH |y

Aly; = Ax ATAX; = Wx;
och "
Ax; = Ay; AAy; = Wy;

det vill sdga

och dérmed #r y; = A2.
Eftersom H ir sjdlvadjungerad och inverterbar dr A; (och ;) reella och noll-skilda.
Det visar sig att hilften av de 2n egenvérdena &r positiva och hilften dr negativa: givet

Xj

en egenvektor med egenvirde A; som ovan sa dr { ] en egenvektor med egenvirde

Yi

0 AJV X; . —ATyi . —ﬂ,,'X,' ——),' X;
A 0| |-y | A | | Ayi | |-yl

Vi kan nu anta att egenvirdena dr ordnade sa att de positiva egenvirdena kommer
forst och da kommer {x;,x;,...,X,} och {yi,y2,...,y,} utgora ortogonala baser for
V respektive W. Efter att normerat dessa har vi ortonormala baser och matrisen for
L med avseende pa dessa baser dr en diagonalmatris med positiva diagonalelement

MiAgse 0

—A; eftersom

Definition 1.8. En singuldirvirdesuppdelning av den linjdra avbildningen L: V — W
mellan tva inreproduktrum V och W ir val av ortonormala baser & = {X1,Xp,...,X,}
och &' = {y1,y2,..-,Ym} for V. och W sa att

D 0
dir D = diag(oy, 03, ...,0,) dr en positiv reell diagonalmatris.
Att en singulédrvirdesuppdelning existerar dr Sats [1.6

Notera 1.9. 1 en singulidrviardesuppdelning har vi alltsa att

L(x~)— oy; oml1<i<r
Y710 omr+1<i<n

Eftersom {x;} och {y;} dr ortonormala baser giller dven att

LT( )= ox; oml<i<r
Y790 omr+1<i<m

IDetta svarar mot att ge V & W den inre produkten ((x1,¥y1)]|(x2,¥2)) = (x1]x2) + (y1]y2)-
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Definition 1.10. Ett singuldrvdrde till L: V. — W ir ett positivt reellt tal o > 0 sa att
det finns nollskilda vektorer x € V och'y € W med

L(x)=0y och L'(y)=ox.
Vektorn x kallas en hogersinguldr vektor och y en vénstersinguldr vektor.

Notera 1.11. Notera att varje hogersingulidr vektor x med singulidrvirde o har en mot-

L(x) Li(y)

svarande vinstersinguldr vektor y = ==~ och omviint x = =—*>.

Notera 1.12. Om x och y ér hdger- och vénstersinguldra vektorer till o sa ir |x| = |y|
ty 62]y|* = (Lx|Lx) = (0”x|x) = o?|x|%. Vi kan allts& skala om x och y sa att de har
norm 1.

Notera 1.13 (Singulira vektorer till singulirvirdet 0). Aven 0 betraktas ibland som ett
singuldrvirde och vi kallar dven nollskilda vektorer x € kerL for hogersingulidra och
nollskilda vektorer y € ker L' for viinstersingulira. Observera dock att dessa inte svarar
mot varandra pa samma sitt som for positiva singuldrvarden.

Notera 1.14. 1 en singularvirdesuppdelning for L: V — W ir alltsa Z en ortonor-
mal bas av hogersingulira vektorer X; och %’ ir en ortonormal bas av vinstersingulira
vektorer y; och D = diag(oy,...,0;) dr de nollskilda singuldrvirdena. Dessutom korre-
sponderar de forsta r védnster- och hogersingulidra vektorerna mot varandra.

I termer av matriser har vi:

Definition 1.15 (Singulédrvirdesuppdelning for matriser). Om L: C" — C™ idr en linjér
avbildning med motsvarande m x n-matris A sa ir en singuldrvirdesuppdelning for A
en faktorisering

A=Yrx"
dar

(a) kolonnerna i X dr en ortonormal bas av hogersingulédra vektorer,

(b) kolonnerna i Y dr en ortonormal bas av vinstersingulédra vektorerna,

(c) X dr en m X n-matris som dr noll utanfér diagonalen och har singulédrvérdena i
fallande storlek lings diagonalen.

(d) de forsta r = rk L kolonnerna i X och Y, dvs som har noll-skilda singulidrvérden,
korresponderar mot varandra.

Notera 1.16. Faktoriseringen
A=vIx'
ir ett ortonormalt basbyte:
[Ll¢ & = Psr L) %P6
dir Por g =Y, [Llg » =X och Py o = X! = X7 eftersom X ér unitir.

Notera 1.17. Det ortogonala komplementet till kirnan, ker(L)*, har en ortonormal
bas av hogersinguldra vektorer X1, ..., X, som svarar mot nollskilda singuldrvirden och
bildrummet, im(L), har en ortonormal bas av vinstersinguldra vektorer yi,...,y, som
svarar mot nollskilda singulédrvirden.

Genom konstruktionen har vi att matriserna X och Y dr ortogonala om vi arbetar over
de reella talen och unitira om vi arbetar 6ver de komplexa talen.
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1.4. Att bestaimma singulirviardesuppdelning. Lat A vara en komplex m X n-matris.
Datorprogram som MatLab bestammer singulédrvirdesuppdelning till A pa mer effektiva
sdtt men vi kan bestimma den pa f6ljande vis:

(1) Bestim egenvirdena t > tp > --- > U, till den Hermiteska n x n-matrisen ATA.
De forsta r = rkA dr de (noll-skilda) singulédrvirdena 1 kvadrat y; = Gl-z och de
sista n — r = dim(kerA) &r noll: g, =--- =, =0.

(2) Bestdm en ortonormal bas X,X»,...,X, av egenvektorer till ATA. Detta dr en
ortonormal bas av hogersingulédra vektorer, inklusive de med singulidrvirde O
(dvs de i kerA).

(3) Laty; = éAxi for i = 1,2,...,r. Detta dr en ortonormal uppsittning av vins-
tersingulira vektorer for noll-skilda singulédrvérden.

(4) Bestim en ortonormal bas y, 1, ...,y for kerA” = (imA)~*.
(5) Da har vi ortonormala baser Xi,...,X, och yi,...,y, som ger unitira matriser
X =[X1...Xy] och Y = [yj ...y sd att vi far singuldrvirdesuppdelningen
A=YEX"

dédr X dr en m X n-matris dér alla element 4r noll férutom de r forsta diagonale-
lementen som dr o1 > --- > O;.

Vi kan forstas byta ut steg (1) mot att istdllet ta egenvirden och egenvektorer till
AAT. D4 far vi vinstersingulira vektorer och kan bestimma de hogersingulira genom
X; = éATyi fori=1,...,r och sedan fylla p4 med en bas for kerA.

Exempel 1.18 (Tentamen 2018-01-10 #3). Bestdm en singuldrvirdesuppdelning till
matrisen

1 23

[2 4 6}

(Se handskrivna anteckningar till foreldsning 11.)

1.5. Projektion. En av podngerna med singuldrviardesuppdelning &r att vi kan bort-
se helt fran singulédrvidrden som dr noll och motsvarande hoger- och vénstersingulira
vektorer. Vi kan ta steget vidare och bortse fran sma singuldrviarden. Genom att sorte-
ra singuldrvirdena i fallande ordning 61 > 0> > --- > o, > 0 kan vi se att de forsta
termerna 1 summan .
A=YEX'=Y oy

i=1

innehaller den viktigaste informationen om A. Vi kan approximera A med delsummorna

S
A=Y oyix], s=12,...n
i=1

Sats 1.19. A dr den matris av rang s som bdst approximerar A i minsta kvadratmening.
Exempel 1.20. Om vi har matrisen

2 4 6
A:{z, 6 10}

sa far vi singuldrvirdena till kvadratrotterna till egenvérdena av

56 90
90 145

som #r A; = 200,9 och A, ~ 0,09956. Diarmed ér o; ~ 14,17 och 6, =~ 0,316. Om vi
bara tar med det storsta singuldrvirdet far vi approximationen

1,90139 3,80278 6,15238
306125 6,1225 9,90536

aar = |

A =YL xT = [
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Om vi vill spara utrymme och singulédrvirdena avtar relativt snabbt kan vi anvénda en
approximation av relativt 1ag rang. Detta har bland annat anvints for bildkompression.

1.6. Geometrisk innebord for operatorer pa R2. Om vi har en inverterbar 2 x 2-
matris A kan vi se pa hur enhetscirkeln avbildas genom multiplikation med A. Bilden
kommer att bli en ellips och ekvationen for ellipsen ges av (A~ 'y|A~1y) = 1. Vi kan
ocksa se pa inversbilden av enhetscirkeln som ocksa blir en ellips. Denna gang blir ek-
vationen (Ax|Ax) = 1. Ellipsernas axlar ges av egenvektorer till matriserna (A~!)7A~!
respektive AT A. Egenvektorerna till B = (A~')"A~! ir de samma som for dess invers,
B! =AAT.

Om vi till exempel tar matrisen A = 3 i
enhetscirkeln till vénster avbildas pa den roda ellipsen till hger och den bla ellipsen till
vénster avbildas pa den bla enhetscirkeln till hoger.

Det ortogonala basbytet som gor ellipsen till vénster axelparallell svarar mot valet
av vinstersinguldra vektorer och det ortogonala basbytet som gor ellipsen till hoger
axelparallell svarar mot de hogersingulédra vektorerna.

N

y
FIGUR 1. En bild av hur singulédrvirdesuppdelningen ser ut for matrisen
en 2 X 2-matris.

far vi bilderna enligt Fi gurd'eir den roda

y

AN x
Y

2. PSEUDOINVERS

Det finns flera olika sétt att generalisera begreppet inversmatris till situationer dir
matriserna inte dr inverterbara i vanlig mening. En sadan generalisering ges av Moore—
Penrose-inversen [|Dre20, PenS3l].

Definition 2.1 (Moore—Penrose invers). Om A &dr en komplex m X n-matris ges Moore—
Penrose-inversen AT till A av

AT =0 {DOI 8] P, dirA=P B 8] of
ir singuldrvardesuppdelningen av A.
Sats 2.2 (Penrose[Pen33))). A" dr den unika losningen till de fyra ekvationerna
AXA=A, XAX=X, (AX)'=AX och (XA)"=XA.

Bevis. Vi anvidnder singulirvirdesuppdelning av A och kan ddarmed anta att

A= [D O] och X = {X“ Xlz}.

00 X211 X
Da blir
_ [DX), DXy, _[xuD 0
AX_{ 0 0 } och XA = {leD O]

och de tva sista ekvationerna ger DX, = 0, X51D = 0 och DX = XDy,. Eftersom D
ar inverterbar dr Xp; = 0 och Xj, = 0.
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Nu blir

AXA — [DXUD 0 X11DX1; 0]

0 0} och XAX:{ 0 0

och den forsta ekvationen ger DX;;D = D, vilket ger X;; = D! och den andra ger
X7> = 0. Den unika 16sningen ar darmed

D' 0
=
med avseende pa de givna ortonormala baserna for V och W. U

Notera 2.3. 1 och med att den vanliga inversen har dessa egenskaper sammanfaller
Moore—Penrose-inversen med den vanliga inversen nir den existerar.

Moore—Penrose-inversen anvinds bland annat vid minsta-kvadratproblem. Minsta
kvadratmetoden ger att vi ska vilja en 16sning till ATAx = A™h. Om ker(A) # {0} finns
inte en unik 16sning och vi kan bestamma oss for att vilja den vektor i 10sningsméngden
som ligger ndrmast origo, dvs som har minst norm.

Vi har foljande sats.

Sats 2.4. Till ekvationen AX = b ir x = A™b den minsta-kvadratlésning som har minst
norm |x|, dvs den vektor som minimerar |X| bland de vektorer ddir |AX —b| dr minimal.

Bevisidé. Vi vill hitta en minsta-kvadrat 16sning till AX = / som minimerar normen av
kolonnerna i X. Vi borjar med att se att X = A1 16ser normalekvationen ATAX = AT
eftersom AAT = (AT)TAT, vilket ger AT(AT)TAT = AT som ir ekvivalent med AATA =
A.

Om vi har en annan 16sning kan den skrivas AT + Y dir ATAY = 0. Enligt konstruk-
tionen #r kolonnerna i AT ortogonala mot kérnan till ATA, vilket gOr att normen av
kolonnerna i A* +Y minimeras sa ¥ = 0. U

Lds mer om singuldrvirdesuppdelning i exempelvis Linear Algebra Done Right [Ax115,
§7.D] eller Numerical Analysis [Saul4]. Det finns manga andra killor pa nitet, exem-
pelvis Wikipedia [Wik17] och dokumentationen for Matlab [Matl]. Det kan ocksa vara
intressant att se pa Penroses artikel [Pen55] fran 1955.
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OVNINGAR PA SINGULARVARDESUPPDELNING

Uppgift 1. Lat L vara en operator pa ett inre produktrum V.

(a) Visa att L'L och LLT har samma egenvirden.

(b) Visa att alla egenvirden till LTL och LL" &r icke-negativa reella tal.

(c) Visa att om V ir dndligt-dimensionellt sa finns det en sjdlvadjungerad operator
Ki sd att (K;)? = LTL och en sjilvadjungerad operator K, sé att (K>)?> = LL.

(d) Om L i en ortonormal bas % ges av matrisen

2 3
A=li )
bestdm matriserna for K| och K> i samma bas.

Uppgift 2. Bestim en 2 x 3-matris A sa att A har singuldrvirdena 2 och 3 med mot-
svarande hoger- och vénstersingulira vektorer % [1 2 2] T och \% [1 2} T, respektive

30 1 —1]"och J2[2 —1]".

Uppgift 3. Bestim Moore—Penrose inversen A™ till matrisen

1 2 4
Azlz 4 8}'

Uppgift 4. Anvind Moore—Penrose inversen for att 10sa ekvationssystemet
12 41" N
2 4 8| (™| 7|3
X3
1 minsta kvadratmening.

Uppgift 5. Visa att om A ir en reell 2 x 2-matris kan vi alltid vilja X eller Y som en
symmetrisk matris i singulidrvirdesuppdelningen A = YXX”. Nir kan vi vilja bade X
och Y som symmetriska matriser?

Uppgift 6 (Uppgift 3 pa tentamen 2019-04-17). Bestdm det storsta singulédrvirdet och
motsvarande hoger- och vinstersinguldra vektorer som hor till matrisen

1 2
A=12 2
2 -1

Uppgift 7 (Uppgift 3 pa tentamen 2018-04-05). Bestdm singulédrviarden och singulir-

vektorer till matriserna
1 i 1 i
A= [i 1] och B= [—i 1} .
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LOSNINGSFORSLAG
Losningsforslag till uppgift 1.

(a) LAt x vara en egenvektor till LTL med egenvirde A # 0. D4 ir Lx en egenvektor
till LL" med egenviirde A eftersom

LL(Lx) = L((L'L)x) = L(Ax) = A(Lx).

Notera att Lx # 0 eftersom LTLx # 0.
Omvint, om y &r en egenvektor till LL" med egenvirde A # 0 s dr L'y en
egenvektor till LTL med egenvirde A eftersom

L'L(LTy) = L¥((LLY)y) = LT(Ay) = A(LTy).

Egenvirdet 0 forekommer hos L precis nir tk L # dimV och analogt for L.
Eftersom rk L = rk LT s& férekommer alltsd egenvirdet 0 antingen for bade L och
L' eller for ingen av dem.
(b) Lat x vara en egenvektor till LTL med egenvirde A. D4 ir

A|x| = (x)Ax) = (x|L'Lx) = (Lx|Lx) = |Lx| > 0.

Alltsa dr A > 0.

(c) Eftersom LL ir sjilvadjungerad sa finns en ortonormal bas 4 = {x;,X2,...,X, }
av egenvektorer, dvs [L'L] 5 = diag(A;,...,A,). Vi kan nu lita K| vara ope-
ratorn med matrisen diag(v/A;,...,v/A,) i basen %, dvs K;(x;) = v/A;x; for
i =1,2,...,n. Eftersom [K]|4 dr reell och symmetrisk sa dar K; sjdlvadjunge-
rad. Analogt for LL'.

Vi hade kunnat vilja —v/A; istillet for nigra eller alla i. Vart val av K| (och
K>) har den ytterligare egenskapen att alla egenvérdena hos K ér icke-negativa,
eller ekvivalent, att K| &r positivt semidefinit, dvs (Kix|x) > 0 for allax € V.
(d) LTL och LL" ges av matriserna

4 6

6 13

TA—
AA_{ 6 4

} och AAT = {13 6] .

Egenvirdena for bada operatorerna ir 1 och 16. En egenvektorbas for ATA ar

[2) el

och en egenvektorbas for AA™ ir

o el

Operatorerna K; och K; har bada egenvirdena 1 och 4 och egenvektorbaserna
{x1,Xx,} respektive {yi,y»}. Detta ger

[Kl]:[—zl ;] [(1) 2} [—21 ﬂ_l%[i 167}

(K2 = {—12 ﬂ [(1) 91] {—12 ?]_1:%[167 g}
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Losningsforslag till uppgift 2. For R har vi en ortonormal bas % bestiende av de 2
hoger-singulira vektorerna

! 1

2 , Xp = —F 1 y

2 V2 —1

och en tredje godtycklig vektor x3 i det ortogonala komplementet till Span{x;,x;}.
For R? har vi en ortogonal bas %’ bestiende av de 2 vinster-singulir vektorerna.

el e[

Med dessa baser har vi:

X1 =

W[ =

200
dvs
L 9 -1
4 L[t 27200 30
~ 512 —1]j0 3 0/ |3 V2
3 2

Eftersom den tredje matrisen &r ortogonal sa erhaller vi:
A 1t 211200
V512 1[0 30

Losningsforslag till uppgift 3. Vi beridknar singuliarvidrdena och singulirvektorer till A.
Vi utgar fran AAT eftersom detta 4r en 2 x 2-matris.

21 42]

1 [4 8418V2 8-18V2
T 6V5 8 16-9v2 16+9V2

* Ol
* §|~mn\>
* §||_wn\:

T
A4 _[42 84

Denna har egenvirdena O och 105. En normerad egenvektor for egenvirdet 105 dr

i

vilket ger det enda singulédrvirdet v/ 105 med vinstersingulér vektor y och motsvarande
hogersinguléra vektor

5 1
SR DTN S (v IR T S

XxX=—A o =
105 7 V525 0| V21 |4

Detta ger singuldrviardesuppdelningen

_oept_ LU %] [V105 0 0] 1 [1 2 4
e N R

dér x viljs sa att vi far ortonormala baser men inte behover bestimmas for att berdkna
Moore—Penrose inversen. Denna far vi som:

-1 9

1 x 1 2

1 V105 11 2] 1
A+:PZ+QT:\/_ 2 00 \/_L J ~ 105 2 4
2L4 «| | o o V? 4 8
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Losningsforslag till uppgift 4. Vi har att minstakvadratenlosningen med minst norm

x| 12 7
1 1

X :A*H:— 2 4 H:— 14

x3 108 |, ¢ 108 | 5

Losningsforslag till uppgift 5. Eftersom A ir reell si ar ATA = ATA en reell sym-
metrisk 2 x 2-matris och har alltsa en ortonormal bas bestdende av reella egenvekto-
rer. Detta ger hogersingulidra vektorer X1, X, och motsvarande vinstersingulédra vektorer
yi = G%L(X1),y2 = G%L(xz) sdatt X = [Xl Xz] ochY = [yl yz] ar reella ortogonala
matriser.

Omx; =

a} sa finns tva mojligheter for x,: antingen { b

b } vilket gor X symmetrisk

(determinant —1) eller [_ab] vilket gor X anti-symmetrisk (determinant 1). P4 sam-

ma sitt kommer Y antingen vara symmetrisk (determinant —1) eller anti-symmetrisk
(determinant 1).

Om det(A) > 0 ér det(X) > 0 och viljer vi X symmetrisk blir dven ¥ symmetrisk.
Om det(A) < 0 kommer precis en av X och Y vara symmetrisk och den andra anti-
symmetrisk. Om det(A) = 0 har vi hogst ett singulirvirde och x, € ker L och y, € ker L
och vi kan byta ut y, mot —y, om det behovs for att géra Y symmetrisk.

Vi kan alltsa vilja X och Y som symmetriska matriser precis nér det(A) > 0.

Losningsforslag till uppgift 6. Singulirvirdena dr kvadratrotterna till egenvirdena av
ATA och AAT. Vi fér att

1 2
1 2 2 9 4
ATA= { 1 2 2| = { ]
2 2 -1 ) _1 4 9
vars karakteristiska ekvation #r 1> — 187 465 = 0, vilket ger t = 94 /81 — 65 =9+ 4.

Det storsta egenviérdet dr 13. Alltsa ér det storsta singuldrvirdet o = v/ 13. Motsvarande
egenvektor till ATA dr [1 1] "' Normerar vi den far vi den hoger-singulira vektorn

]

3

och nér vi multiplicerar med A far vi
1

AX=— |2

2

Nir vi normerar denna far vi

som dr motsvarande vinstersinguldra vektor.

Losningsforslag till uppgift 7. Vi beriknar ATA och AAT och far

R | B e R RO i EA S
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Dirmed ér bada singulidrvirdena v/2. Vi kan vilja standardbasen for de hogersingulira

vektorerna och far
— . och —
V2 L v2 (1

som motsvarande vénstersingulidra vektorer.

Eftersom B dr Hermitesk har den en ortogonal bas av egenvektorer och darmed ar des-
sa egenvektorer singuldrvektorer med beloppen av motsvarande egenvéirden som singu-
lirvirden. Det karaktiristiska polynomet r pp(x) = x*> — tr(B)x + det(B) = x> — 2x.
Alltsa dr egenvirdena 0 och 2 med egenvektorer som ges av

1 i —i . -1 i i
ker [—i 1} = Span{ { 1 1 } respektive  ker {—i _1} = Span{ {1} }
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MATERIAL OM SANNOLIKHETSMATRISER OCH
PERRON-FROBENIUS SATS

1. MARKOVKEDJOR OCH SANNOLIKHETSMATRISER

Manga fenomen kan modelleras med Markovkedjor som idr en typ av stokastiska
processer som har stark koppling till linjér algebra. Se ocksa §5.6 i kursboken inklusive
avsnittet om slumpvandringar.

Definition 1.1. En sannolikhetsmatris, eller stokastisk matris, ar en kvadratisk matris A
dir alla element dr icke-negativa och summan i varje kolonn ar 1. En sannolikhetsvektor
ar en kolonnvektor med icke-negativa element vars summa &r 1.

Notera 1.2. Kolonnerna i en sannolikhetsmatris dr sannolikhetsvektorer.

Notera 1.3. Latr = [1 1 - 1} (en radvektor). Da &r en icke-negativ vektor p en
sannolikhetsvektor precis nédr rp = 1 och en icke-negativ matris A dr en sannolikhets-
matris precis nir rA =r.

Definition 1.4. En Markovkedja dr en stokastisk process i diskret tid ddr sannolikheter-
na att befinna sig i tillstand i ges av p;(t) och

p(t+1)=Ap(t), VteN

dir A dr en sannolikhetsmatris och tillstcndsvektorn p(t) = [p1(t) pa(t) -+ pa(t)] !
ar en sannolikhetsvektor.

Notera 1.5. Vi arbetar med kolonnvektorer p(7) och (vinster)-stokastiska matriser A
sa att p(t + 1) = Ap(¢). I litteraturen féorekommer det att man istillet arbetar med rad-
vektorer som sannolikhetsvektorer och med hoger-stokastiska matriser dir varje rad
summerar till 1. Da har man istillet att p(r + 1) = p(¢)A f6r en Markovkedja.

Vi kommer att anvdnda radvektorer som ett hjdlpmedel men inte som sannolikhets-
vektorer.

Notera 1.6. Observera att eftersom A &r en sannolikhetsmatris kommer p(7 + 1) att vara
en sannolikhetsvektor om p(z) dr det: elementen i p(r+ 1) = Ap(¢) ér icke-negativa och
summan blir 1 1 och med att

I =rp(t) = (cA)D(r) = rp(r +1).

Datum: 27 november 2024.
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dirr = [1 r .- 1] . I manga fall kommer Markovkedjan leda till ett stationdrt till-
stand efter lang tid, sa att
lim p(r) = p-
Om sa ar fallet har vi att
APo = Poo

dvs p.. dr en egenvektor med egenvirde 1.

Exempel 1.7. Om vi har Markovkedjan som definieras av

([t 20 L1
A=-12 0 3| och p0)==|1
310 1 0 31
far vi
3 13 31]
p(1)=A4p(0) =3 |5| p(2)=A%p(0)=4 | 9| p(3)=A%p(0)=4; |41],
1 5 9
och vidare
0,438489 0,428571 3
p(10) =A'%p(0) ~ |0,411641 |, p(100) =A'Pp(0) ~ |0,428571 | ~ 1 |3
0,14987 0,142857 1
Vi kan kontrollera att
1 20 3 3
1 1 1
Ape== 12 0 3| =|[3| == |3| =P~
310 1 0l 71| 7h

sa det stationdra tillstandet p.. = lim;_,. p(7) 4r en egenvektor med egenvirde 1.
Sats 1.8. En sannolikhetsmatris har alltid minst en egenvektor med egenvdirde 1.

Bevis. Lat som tidigare r = [1 r .- 1}. Eftersom summan av elementen i kolon-
nerna dr 1 dr rA =r eller ekvivalent:

ATl = (eA)T =17

vilket betyder att AT har en egenvektor r’ med egenvirde 1. Egenvirdena for A och AT
ar dock desamma, sa 1 #r ett egenvirde ocksa till A. Alltsa finns en egenvektor till A
med egenvirde 1. (Didremot 4r r” oftast inte en egenvektor till A.) U

Exempel 1.9. Det behover inte vara sa att lim;_,.. p() existerar for alla p(0). Exempel-
vis far vi med

01 1
0 0| och p0)= |0
10 0
att

0 0 1

p()= |1, p(2)= 10, p@B)= |0 =p(0)

0 1 0

vilket ger p(3n) = p(0), p(3n+1) = p(1) och p(3n+2) = p(2) for alla n > 0. Det

finns fortfarande en egenvektor med egenvirde 1, namligen (p(0) +p(1) +p(3))/3 =

T o .
% [1 1 1] , men vi far inte konvergens mot den om vi inte startar med den.
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Exempel 1.10 (Google PageRank). Ett exempel pa hur Markovkedjor anvénds ar i sok-
motorn hos Google. Det var idéerna fran Larry Page och Sergey Brin [BP98§|] som ledde
till att Googles sokmotor blev den mest anvinda efter att den introducerades i slutet
av 90-talet. Ett sitt att tinka pa den 4r att se sidorna pa internet som basvektorer i ett
stort vektorrum. Att sidor innehaller ldnkar till andra sidor kan ses via en linjér av-
bildning som skickar en basvektor till medelvirdet av alla basvektorer som svarar till
sidor som sidan har ldnkar till. Om vi utgar fran att alla sidor har nagon liank alls, skul-
le detta ge en sannolikhetsmatris och om det fanns sidor utan ldankar skulle vi kunna
skicka dessa basvektorer till sig sjdlva och pa sa vis alltid fa en sannolikhetsmatris som
resultat. PageRank gar nu ut pa att berdkna egenvektorn p. till denna sannolikhetsma-
tris och anvinda storleken pa elementen i p. for att rangordna sidorna. For att forsta
hur det kommer sig att det fungerar kan vi tinka oss en bot som gar runt pa sidorna
och slumpmissigt viljer en sida som den sida den befinner sig pa ldnkar till att ga vi-
dare till. Da ger vektorn p. sannolikhetsférdelningen for var botten befinner sig efter
mycket lang tid och eftersom viktiga sidor borde ha manga sidor som lidnkar till dem
och dessutom ha manga andra viktiga sidor som ldnkar till dem borde sannolikheten
att botten befinner sig pa en viktig sida vara storre dn pa en mindre viktig sida. Se
http://infolab.stanford.edu/pub/papers/google.pdf.

Exempel 1.11. Ett ndtverk med fem websidor refererar till varandra enligt foljande
matris.

/3 0 1/5 1/2 0

/3 0 1/5 0 1/3

A=1|1/3 1/2 1/5 1/2 0

0 o 1/5 0 1/3

o 1/2 1/5 0 1/3
Observera att sidorna 1, 3 och 5 ocksa ldnkar till sig sjdlva. Matrisen A har en unik
egenvektor med egenvirde 1 som ges av

36
.
45

vilket leder till rangordningen 3,5,2,1,4 av sidorna.

2. PERRON-FROBENIUS SATS

For att exempelvis studera hur Markovkedjor beter sig behdver vi veta mer om hur
det ser ut med egenvektorer och egenvirden for sannolikhetsmatriser. En viktig sats i det
sammanhanget dr Perron—Frobenius sats och det finns manga olika varianter av denna
sats. En av de enklare varianterna dr foljande:

Sats 2.1 (jamfor med [Sad08, Thm. 5.1 (5). Lat A vara en sannolikhetsmatris ddir
alla element i A™ dr positiva for nagot m. Da gdller foljande

(a) Det finns en egenvektor med egenvdiirde 1 ddir alla koordinater dr positiva.
(b) ma(1) =mg(1) =1.
(¢c) Om A # 1 dr ett egenviirde till A gdller att |A| < 1.
Enligt (a) och (b) finns en unik stokastisk egenvektor v med egenvdirde 1.
(d) For varje stokastisk vektor p gdiller att lim, . A"p = V.

IObservera att beviset i [SadO8] ir lite ofullstéindigt eftersom Sadun implicit antar att A 4r diagonali-
serbar och att m, (1) = 1.


http://infolab.stanford.edu/pub/papers/google.pdf
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Bevis.  (a) Vi vet att ett egenviirde #r 1 enligt Sats Latx=[x; x - X g

vara en egenvektor med Ax = x. Lat x* = [|x)| |x| - \xn|]T Vi fér att
(AxT); > (xT); for j=1,2,...,n, men eftersom }°_; (Ax™); =Y, (x™"); och
alla termer ir icke-negativa méste Ax™ = x.

Eftersom alla element i A™ ir positiva far vi att alla koordinater till x* = A”'x"
dr positiva.

(b) Om y = x+x* inte #r noll #r det en egenvektor med egenvirde 1 och vi kan
anvinda samma argument som tidigare for att se att alla koordinater till y* dr
positiva, och dirmed x = x* eller x = —x ™.

Dérmed har vi visat att varje egenvektor med egenvérde 1 har alla koordinater
av samma tecken. Om det fanns tva oberoende egenvektorer med egenvirde 1
skulle det finnas en linjarkombination som ger en vektor dér en av koordinaterna
ar noll, vilket ger motséigelse mot det vi just har visat. Alltsa dr dimE; = 1 och
mg(1) = 1.

Om m,(1) > 1 finns en generaliserad egenvektor y med Ay =y +x", men
eftersom summan av koordinaterna bevaras genom A kan inte detta gilla. Alltsa
armg(1) =mg(1) = 1.

(c) For att se att det inte kan finnas nagra andra egenviarden med belopp ett eller
storre, dven om vi betraktar komplexa egenvirden, maste vi anvéinda villkoret
att A™ bara har positiva element for nagot m. Eftersom egenvirdena for A™ dr
potenser av egenvirdena for A riacker det att betrakta fallet da A bara har positiva
element. Lat x* vara den positiva egenvektorn med egenvirde 1 och bilda A.. =
xT[1 1 --- 1]. Vihardiatt

Al = Ass = AA

och vi kan hitta ett € > 0 sa att A — €A, bara har positiva element. Lat nu
B= ! (A—¢€Ax)
C1-¢ *

och beridkna potenserna av B som

B = (1_18) (A —€A) T i ( )A” kak

= 8n(”+((1—e AW) A

—(A” —Aw)

och
A" A= (1—-¢)"(B"—A)

Eftersom B ir en sannolikhetsmatris ligger elementen i B” i intervallet [0, 1] och
ddrmed maste elementen i A” — A, ga mot noll da n — . Omy &r en, eventuellt
komplex, egenvektor med egenvirde A far vi att

(A" —Ax)y = (A" - Ax)y

maste gad mot noll ndr n — o och det 4r bara mojligt om A =1 eller |A| < 1.
Alltsa maste ovriga egenvirden ha belopp strikt mindre dn 1.

(d) Mer allméint géller att om A dr en matris dir A = 1 har geometrisk multiplicitet 1
och egenvektor &1 och |A| < 1 for dvriga egenvirden sa giller att lim,,_,c. A"W =
c1& for varje vektor w och ndgon skalir c¢;. Om A #r diagonaliserbar ir detta
enkelt att se: om w =Y ¢;&; sadr A"w =Y, c;iAME; — ;&1 ddn — oo
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For att visa detta for icke-diagonaliserbara A kan vi anta att A &dr pa Jordans
normalform och alltsa har ett 1 x 1-block med egenvirde 1 och dvriga Jordan-
block med egenvirde av absolutbelopp mindre 4n 1. Det ricker att visa att om

A1 0 ... 0
oA 1 ... 0
A=10 0 A ... O
0 00 ... 4

ar ett d x d Jordanblock med |A| < 1 sd ér lim, A" = 0. Detta foljer av att

K (fll) A1 (g)kn—Z ) ﬁl A n—d+17]
0 AN (Ili)lnfl o (dﬁz)lnfdJrz
A"=10 0 A (A
I
eftersom (})|A["7% < X—IE\M”_" —0din— . O

Notera 2.2. Om en sannolikhetsvektor p dr en egenvektor sa har den egenvirde 1. Detta
féljer av att' YjApj =Y;pj Sats sdager att om A™ dr positiv S.ﬁ existerar df.:t. en
unik sannolikhetsvektor som &r en egenvektor och alla dess koordinater dr positiva.
Motsvarande Markovprocess har alltsa ett unikt stationirt tillstand.

En matris som i Sats [2.1|kallas reguljéir. Vi upprepar definitionen.

Definition 2.3. En sannolikhetsmatris dr regulja' om alla element 4r positiva for nagon
potens av matrisen.

Exempel 2.4. Matrisen A fér Markovkedjan i Exempel [1.7] uppfyller

L[5 26 L [9 16 6 | [41 24 48
A2=_12 7 0 Al=_—_116 4 21 A= _— |24 53 12
912 0 3 2712 7 o 81 116 4 21

Alltsa dr A reguljar och Markovprocessen har en unik stationér fordelning: den som vi
fann i exemplet. Matrisen i Exempel [I.9]4r inte reguljr.

Definition 2.5. En Markovkedja (eller motsvarande sannolikhetsmatris) dr irreducibel
om varje tillstand gar att na fran varje annat tillstand efter ett (icke-fixerat) antal tidssteg.

Markovkedjan i Exempel [I.9] 4r irreducibel. Varje reguljir sannolikhetsmatris &r ir-
reducibel: om alla element i A™ &r positiva sa gar varje tillstand att na fran varje annat
tillstand efter exakt m tidssteg.

Sats 2.6. Om A dr en irreducibel sannolikhetsmatris gdller foljande.

(a) Det finns en egenvektor med egenviirde 1 ddir alla koordinater dr positiva.

(b) Alla komplexa egenviirden med belopp 1 har algebraisk multiplicitet 1.

(c) De komplexa egenviirden som har belopp 1 dr precis de rte enhetsrotterna for
nagot r € N (kallas perioden av A).

Exempel 2.7. For matrisen i Exempel ir perioden 3 och egenviirdena ir 1, ¢27/3

och e~i27/3,

| [Sad08|, Def., s. 126] sa anvinds begreppet reguljér i en snivare betydelse: enbart matriser som har
positiva element kallas reguljira.
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Exempel 2.8. Foljande sannolikhetsmatris &r inte irreducibel
0,5 0,2 0,2
A=105 0,8 02
0 0 06

men har @nda en unik egenvektor med egenvirde 1. De 6vriga egenvirdena ér 0,3 och
0,6.

Exempel 2.9. Foljande sannolikhetsmatris

0,5 02 0
A=1(05 0,8 0
0 0 1
har tva olika stokastiska egenvektorer med egenvirde 1
1 2 0
0 1

samt egenvérdet 0,3. Observera att p; och p; ér icke-negativa men inte positiva.
I allménhet giller:

Sats 2.10 ([Sad08, Thm. 5.1 (1)&(4)]). Om A dr en sannolikhetsmatris gdller

(a) Det finns minst en sannolikhetsvektor med egenvirde 1 (men alla koordinater
behover inte vara positiva).

(b) Om A dr ett (komplext) egenviirde, gdiller |A| < 1 (men det kan finnas flera med
belopp 1 och den geometriska multipliciteten kan vara storre dn 1).

Bevis. Detta foljer av Sats [2.1] genom att skriva A som en grins av matriser med enbart
positiva element. T ex kan vi vilja Ag = HLE(A + €B) dér B dr n X n-matrisen dér alla

element dr % Da dr A = limg_,0Ae. O
Notera 2.11. Om & ir en egenvektor med egenvirde A giller
r§ = (rA)§ =r(A§) = A(r§)

vilket ger A = 1 eller r€ = 0. Egenvektorer till egenvirden A # 1 4r alltsa aldrig sanno-
likhetsvektorer.
1 L
=l
0 2

Exempel 2.12. Lt
Da har vi egenvirdet A = 1 med den stokastiska egenvektorn och egenvirdet A = %

1
0
1
med egenvektorn [_ 1] .
I beviset av [Sad08, Thm. 5.1] antas implicit att matrisen A dr diagonaliserbar och att
egenvirdet 1 har algebraisk multiplicitet 1. Vi sag att det senare géller om A dr reguljar

(eller mer allmént irreducibel) men A behover inte vara diagonaliserbar d@ven om A dr
reguljér:

Exempel 2.13. Lat

| =
S B~ B
—_ o
S o



SF1681 PERRON-FROBENIUS 7

Da dr A3 positiv si A ir reguljir. Egenvirdena ar A = 1 och A = _Tl med algebraisk
multiplicitet 2. Egenrummen ir

1 16
Ei =S — | 8
1
E_1 =Span{ | -2
)
1
Matrisen &r alltsa inte diagonaliserbar.
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OVNINGAR PA PERRON—FROBENIUS SATS OCH SANNOLIKHETSMATRISER

Uppgift 1. Bestam egenvektorn med egenvirde 1 till matrisen

1120
12210
A=71101 2
0102

och avgor om lim,_,.. p(7) existerar for alla val av sannolikhetsvektorn p(0) om p(t + 1) =
Ap(t) forallat € N.

Uppgift 2. En permutationsmatris @dr en kvadratisk matris dér varje rad och varje kolonn
innehaller precis en etta och resten nollor.

(a) Visa att alla potenser av en permutationsmatris ocksa &dr permutationsmatriser.

(b) Visa att permutationsmatriser dr ortogonala.

(c) Visa att om P dr en permutationsmatris av storlek n x n och p(x) ir ett polynom
med reella ickenegativa koefficienter med p(1) = 1 sa dr p(P) en sannolikhets-
matris.

(d) Vilka permutationsmatriser har en unik egenvektor med egenvérde 1?

Uppgift 3. Visa att om A och B ir tva kommuterande sannolikhetsmatriser och bada har
en unik egenvektor (upp till multiplikation med skalédr) med egenvirde 1 sé ér det en
gemensam egenvektor.

Uppgift 4. (Uppgift 5 pa tentamen 2018-01-10)

(a) Vad idr en sannolikhetsmatris? 1p)
(b) Alla sannolikhetsmatriser har 1 som ett egenvidrde. Hur bevisar man det?

1p)

(c) Formulera nagon version av Perron—-Frobenius sats. (1p)

(d) Ge ett exempel som visar att lim,,_;. A" inte behover existera dven om A ir en

irreducibel sannolikhetsmatris. 1p)

Uppgift 5. (Seminarieuppgift 3.2, HT18)

For varje heltal N > 0 kan vi studera den slumpvandringsprocess som ges av en
linjdr graf, dvs en graf med hornen 1,2,...,N med kanter mellan efterfoljande horn.
Sannolikheten att g& fran horn i till horn i+ 1 eller horn i —1 @r 1/2 utom om i = 1
eller N da sannolikheten dr 1 att ga till det enda intilliggande hornet. Lat Ay vara den
sannolikhetsmatris (stokastiska matris) som beskriver denna Markovked;ja.

(a) Anvind lamplig programvara for att bestimma egenvirdena till Ay for ett antal
olika N. Hur stora N fungerar?

(b) Plotta egenvirdena och still upp en hypotes for hur de beror pa N.

(c) Ar Ay reguljir?

(d) Bilda nya stokastiska matriser By = %A + %AZ ochCy = %I + %A. Ar By och/eller
Cy reguljdra?

(e) Hur forhaller sig egenvirdena till By och Cy till egenvirdena till Ay?

(f) Hur kan vi tolka processerna som ges av By och Cy i termer av processen om
ges av Ax?

Uppgift 6. (Uppgift 3 pa tentamen 2019-01-09)
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I en Markovkedja ges fordelningen vid tidpunkt r = n+ 1 av férdelningen vid tidpunkt
t = n genom den stokastiska matrisen

1 32 4
0lo 4 1
Avgor om lim,,_,., A" existerar och bestdm i sa fall gransvirdet. “4p)

Uppgift 7. (Uppgift 9 pa tentamen 2019-04-17)
Bestdm alla unitira stokastiska matriser (sannolikhetsmatriser) och avgor om de bil-
dar en gruplﬂ under matrismultiplikation. QGp)

3Dvs: om A och B #r unitira stokastiska matriser sa dr dven A~! och AB unitira stokastiska matriser.
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BILAGA A. NAGRA MER ALLMANNA SATSER PA SAMMA TEMA (INGAR EJ)

Perron—Frobenius sats (Sats [2.1)) for sannolikhetsmatriser &r ett specialfall av mer
generella fenomen for matriser som inte dr sannolikhetsmatriser, men dir alla element
ar icke-negativa. For att formulera en mer generell version av Perron—Frobenius sats
behover vi infora nagra nya begrepp.

Definition A.1. En icke-negativ matris dr en matris dér alla element ar icke-negativa.
En positiv matris dr en matris dér alla element dr positiva.
En reguljdir icke-negativ matris dr en icke-negativ matris dar nagon potens &r positiv.
En icke-negativ matris &r irreducibel om det inte finns en samtidig omordning av
rader och kolonner sa att matrisen blir block-6vertriangulidr (med mer 4n ett block).

Notera A.2. Denna definition av irreducibel dr ekvivalent med den tidigare for en san-
nolikhetsmatris. Om A #r en sannolikhetsmatris, 1t i < j beteckna att tillstand j gar
att na fran i. Vi grupperar tillstanden i grupper dir tva tillstand tillhér samma grupp
om bade i < j och j <i. Vi ordnar grupperna sa att alla tillstanden i grupp k kan na
alla tillstanden i grupperna 1,2,...,k — 1. Inom varje grupp ordnar vi tillstanden pa ett
godtyckligt sitt. Att ordna om tillstanden svarar mot en samtidig omordning av rader
och kolonner i A och den resulterande matrisen blir block-6vertriangulér dér varje block
svarar mot en grupp av tillstand. Matrisen dr irreducibel precis nar alla tillstanden tillhor
samma grupp.

Sats A.3. Om A dr en irreducibel icke-negativ matris gdller foljande ddr
p =max{|A|: A dr egenvirde till A}.

(a) A har en egenvektor med egenviirde p ddr alla koordinater dr positiva.

(b) Alla komplexa egenvirden med belopp p har algebraisk multiplicitet 1.

(c) De komplexa egenvirden som har belopp p dr enhetsrotter ganger p och ligger
pa jamna intervall kring cirkeln med radie p kring origo.

Denna generella variant 4r mycket svarare att bevisa, men det finns manga olika bevis
for den. Se exempelvis [Sam57] eller [SC97].

Foljande sats kan anvédndas for att kontrollera om en matris dr irreducibel utan att
kontrollera alla omordningar av basen.

Sats A.4. Om A iir icke-negativ n x n-matris dr A irreducibel om och endast om (I +
A)=1dr positiv.

Bevis. Om A inte dr irreducibel kan vi ordna om basen sa att den blir block-6vertriangulér
och da kan inte (14 A)K vara positiv for nigot k.

Antag nu att A ir irreducibel och att (I +A)"~! inte #r positiv. D4 kan vi hitta en
icke-negativ vektor X # 0 (t ex en standardbasvektor) si att (I +A)"~'x har minst en
koordinat som #r noll. Vi kan byta ordning pa basvektorerna sa att x = [y O} T, dir y
ar positiv. I denna ordning kan vi skriva I + A pa blockform

I+X11  Xi2
I1+A=
* [ Xo1  I+X»

dir X»; # 0 eftersom A dr irreducibel. Vi far att

I+X11 X2 y y+Xi1y
( ) { X21 H—Xzz} [O} { Xo1y

och denna vektor har den 6vre delen positiv och minst en nollskild koordinat i den undre
delen eftersom X # 0 och y ir positiv. Vi upprepar detta och varje gang vi multiplicerar
med / + A Okar antalet nollskilda koordinater med minst ett sa linge det dr mindre dn n.
Alltsd méste alla koordinater i (7 +A)"~'x vara positiva. O
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Notera A.S. Det finns ocksa ett litt kombinatoriskt bevis for Sats Som vi sag i
Anmirkning sa dr A irreducibel precis om “vi kan ga mellan alla tillstand”, dvs
givet 1 < a,b < n finns det en stig av lingd k < n— 1 med i(0) = a och i(k) = b och
ai0i(1) > 0, ai(1i2) > o, ..., Ai(k—1)i(k) > 0. Om vi ersitter A med A + [ kan vi lata
stigen ha langd exakt n — 1 genom att t ex lagga till i(k) = i(k+1)=---=i(n—1)=>
vilket dr ekvivalent med att (A 41)"~! 4r positiv.
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LOSNINGSFORSLAG

Losningsforslag till uppgift 1. For att hitta egenvektorn gausseliminerar vi A — I

3 1 2 0 0 1 -7 6 00 -7 8
112 -2 1 0 0 -2 7 -4 00 7 -8
4l1 0 =3 2|71/1 0 =3 2710 -3 2

0 1 0 -2 01 0 -2 01 0 -2

vilket har en unik 16sning (upp till multiplikation med skalér):

10

_ 1|14

P=39 |8

7

Vi undersoker vidare om A dr reguljir

5354
42— 1176 7 2
162 3 3 6
2 41 4

Eftersom A? #r positiv si ir A reguljir. Enligt Perron—Frobenius sats sa konvergerar da
alla startvektorer mot egenvektorn p med egenvérde 1.

Losningsforslag till uppgift 2.

(a) En (n x n)-matris A dr en permutationsmatris precis om Ae; = e,;) for en per-
mutation (dvs bijektion) o: {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Dddr A" (e;) = egm(;)
och alltsa dr A™ permutationsmatrisen som hor till permutationen 6™ =co---o
c.

(b) Vi har att (Ae;|Ae;) = 55y o(j) = Oi,j = (ei|e;) eftersom o ir injektiv.

(c) L&t p(x) = ¥, a;x' vara ett polynom med icke-negativa koefficienter. Eftersom
I,A,A?, ... dr permutationsmatriser s ir p(A) = ¥, a;A’ icke-negativ och varje
kolonn summerar till };a;. Om p(1) = 1 sa dr alltsa p(A) en permutationsmatris.

(d) Alla permutationsmatriser har egenvektorn [1 I ... 1}T med egenvirdet 1.
En permutationsmatris dr aldrig reguljiar men den &r irreducibel precis nédr o dr en
cyklisk permutation av lingd n: {1,6(1),62(1),...,6" (1)} ={1,2,3,4,...,n}.
Om cykeln som 1 ingar i har en Kortare lingd d < n, dvs Gd(l) =1, sa &r
el +eg(1) t+ - T egd1() ocksa en egenvektor.

Losningsforslag till uppgift 3. Lat p vara en stokastisk egenvektor till A med egenvir-
de 1, dvs Ap = p. Da dr

ABp = BAp = Bp.
Alltsa dr Bp ocksa en egenvektor till A med egenvirde 1. Eftersom Bp idr en stokas-

tisk vektor och A hade en unik egenvektor &r alltsd Bp = p. Dvs, p dr en gemensam
egenvektor med egenvirde 1.

Losningsforslag till uppgift 4.

(a) En sannolikhetsmatris dr en reell kvadratisk matris dar alla element ar icke-
negativa och summorna av elementen i varje kolonn &r ett.
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(b) Villkoret att summan i kolonnerna dr 1 betyder att r = [1 1 ... 1] 4r en vans-
teregenvektor med egenvirde 1, dvs att rA = r. Det betyder att ATr” =17, 54 1
ar ett egenvirde till A7, men eftersom det(x] —AT) = det(xI —A) har A och AT
samma egenvirden. Diarmed ér 1 ett egenvirde till A.

(c) En version av Perron—Frobenius sats ar

Sats. Ldt A vara en sannolikhetsmatris ddr alla element i A™ dr positiva for
ndagot m. Da gdller foljande

(a) Det finns en egenvektor med egenvirde 1 ddr alla koordinater dr positiva.
(b) ma(1) =mg(1) = 1.

(¢c) Om A # 1 dr ett egenviirde géiller att |A| < 1.

(d) Matrisen
0 1
=l

ar en irreducibel sannolikhetsmatris men vi har att

A — I om n dr jimnt,
"~ |A omn ir udda.

sa foljden {A"},>¢ konvergerar inte.

Losningsforslag till uppgift 6. Enligt Perron—Frobenius sats kommer vi att ha konver-
gens om matrisen ir reguljdr, dvs om nidgon potens ir positiv. I vart fall dr A2 positiv, s&
vi far att

X1
limA" =Ae = |x2| [1 1 1]
n—oo

X3

dir [xl X2 xg} ar en egenvektor med egenvérde 1 och x| +x, +x3 = 1. Vi beridknar
denna egenvektor som ett element i kidrnan till A — I, dvs genom ekvationssystemet med
totalmatris

-7 2 410 -7 2 4]0 —-14 0 17]0
7 -6 5 |0[~]0 —4 90~ 0 -4 910
0 4 -9]0 0O 0 0|0 0 0 010

vilket ger (x1,x2,x3) = t(34,63,28) och for att x; +x, +x3 = | maste 1! =34+ 63 +
28 = 125. Alltsa far vi konvergens mot

34 34 341 [0272 0272 0272
— |63 63 63| = 0,504 0,504 0,504
125198 28 28| (0,224 0,224 0224

Losningsforslag till uppgift 7. Om vi har en unitir stokastisk matris har vi att varje
kolonn har element som uppfyller att 0 < x; < 1, for i = 1,2,...,n och dessutom att
x%-l—x%—l—---—l—xf, =1lochx;+xy+---+x, = 1. Diarmed dr

O=1—-1=(x4+x++x)—(F+x5++x2)=2 Z XiXj.
1<i<j<n
Eftersom alla x; dr icke-negativa maste alla produkter vara 0, vilket ger att alla x; utom
en maste vara noll. Den sista maste vara ett. Alltsa dr varje kolonn en standardbas-
vektor. Eftersom matrisen ska vara inverterbar maste det vara en permutation av alla n
standardbasvektorer.
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Produkten av tva sadana matriser dr pa nytt en sadan matris och de dr alla inverterbara
med inverser pa samma form. Alltsa bildar de en grupp under matrismultiplikation.
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1. DUALA RUM OCH AVBILDNINGAR

Vi har tidigare diskuterat duala rum (se anteckningar till foreldsning 7 och [Sad08
§6.3]) och duala avbildningar (appendix till foreldsning 8). I detta avsnitt gor vi detta
lite mer ingaende. Det gar ocksa bra att borja ldsa nésta avsnitt om tensorprodukter
direkt.

Datum: 4 december 2024.
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1.1. Linjéara former, duala rum och dual bas.

Definition 1.1. En /injdr form pa ett vektorrum V 6ver en kropp & dr en linjdr avbildning
¢@: V — k. Det duala rummet eller dualen till V &r

V* =Hom(V,k) = {¢: ¢ ir en linjdr form pa V'}.

Notera 1.2. Linjira former kallas ocksa for funktionaler och kovektorer. Det duala rum-
met betecknas ibland V.

Exempel 1.3. Lat V =C(|0, 1],C) vara rummet av kontinuerliga funktioner f: [0,1] —
C.Om a € [0, 1] sé ér evaluering i a en linjdr form pa V:

evg: V—0C, evy(f)=f(a)
Dvs, ev, € V*.

Definition 1.4. Om dimV < o och & = {by,b,,...,b,} éren bas for V ges den duala
basen av #* = {b},b;,...,b:} dirb’(b;) = §;;.

Notera 1.5. Den linjira formen b’ beror pa hela basen och inte bara b;.
Notera 1.6. Omv =Y, ¢;b; sd drc; =b}(v), dvs:

by (v)
b3 (v)
Vz=|".
b,,(v)
Sats 1.7. Om dimV < oo sd dr den duala basen * en bas for V* och om ¢ € V* sa dr

@(by)

¢ (b2)
[Qla =] .
@(b,)
Bevis. Om @ € V¥ ochv=Y" cb; €V sdir

o(v) =Y ciob) =Y bi(v)o(b)
i=1 i=1
eftersom ¢ ir linjdara. Alltsa dr

o(-) = iw(b»bﬂ—)

1

vilket visar satsen. U
Exempel 1.8. Lat V = C[x]<,. Lat Z = {1,x,x*} och * = {1*,x*,(x*)*}. DA éir t ex
x*(1+43x+5x%) =3.

Om ¢ ér den linjira formen som ges av
@(a+bx+cx®) =3b+2c
s dr @ = 3x* +2(x?)* och alltsa:

o(1) 0
@z = | o(x) | = |3
o(x?) 2
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1.2. Linjira former som radvektorer. Lt 2 = {b;,b,,...,b,} vara en bas for V.
Detta ger en isomorfi R” — V: vi identifierar v € V med koordinatvektorn [v]4 € R”.
Vi kan da identifiera det duala rummet V* med linjira avbildningar R” — R!, dvs
(1 x n)-matriser, dvs radvektorer. Om @ € V* sa later vi [@] 5 beteckna motsvarande
radvektor. Den duala basvektorn b} svarar mot radvektorn (e;)” .

I notationen f6r matrisen for linjéra avbildningar hade vi skrivit [@]s 5 dir & = {e; }
dr standardbasen for R. Om v € V och ¢ € V* sé dr alltsa ¢(v) = [¢] 5[V] % (matrismul-
tiplikation av en radvektor med en kolumnvektor).

Exempel 1.9. I det tidigare exemplet har vi
a
Q(a+bx+cx?) = [0z [a—kbx—i—cxz}%, =[0 3 2] |b| =3b+2¢
c

1.3. Evalueringsavbildningen och dubbeldualen.
Definition 1.10. Evalueringsavbildningen drev: V* xV — k direv(@,v) = @(v).
Notera 1.11. Evalueringsavbildningen ir bilinjdr.
Definition 1.12. Det finns en naturligﬂ linjdr avbildning
y:V— (VH*

ddr y(v): V* — k dr den linjdra form pa V* som ges av y(v)(¢@) = @(v), dvs y(v) =
ev(—,v).

Sats 1.13. Om dimV < e sa dry: V — (V*)* en isomorfi.

Bevis. En bas for (V*)* ges av ((b;)*)". Det ricker alltsa att visa att y(b;)
Vi har att

I

—~
—

=2
\_./

*
S~——
*

Y(b;)(b}) =bj(b;) = &;;

och alltsé y(b;) = ((b;)*) .

1.4. Duala rum och inre produkter. Om V ir ett inre produktrum sa ger varje vektor
x en linjédr form

(xX|=(x|-):V—k
Om vi viljer en bas # = {by,...,b,} sa dr motsvarande radvektor
T
(x| = [(x]] ;= [(x]] . = [(xIb1) (x[b2) ... (xby)] =([x]5)" G

dir Gz = ((bj|b;));; dr metriken f6r den inre produkten (en n X n-matris). Speciellt, om
8 r en ortonormal bas sd dr

#(x| = ([X2)"
Sats 1.14. Om V dr ett dndligtdimensionellt komplext inre produktrum sa dr
o: V-V x— (x|

en anti-isomorfi. Om 'V dr ett dandligtdimensionellt reellt inre produktrum sa dr o en
isomorfi.

Bevis. Viljer vi en ortonormal bas 4 sé tar o kolonnvektorn x pa radvektorn x' och
detta dr en bijektion. U

Ldvs beror inte pa val av bas
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Notera 1.15. Om V ir dndligtdimensionellt men saknar en inre produkt kan vi vilja en
bas % och sedan definiera en isomorfi

B:V—-v*
genom B(Y;ab;) = Y;a;b}, dvs i termer av vektorer sa tar 8 kolonnvektorn x pa rad-
vektorn x’ . Denna isomorfi beror dock pd valet av bas 98 medan o bara beror pa valet
av inre produkt. Valet av bas 4 dr dock ekvivalent med att utrusta V med en struktur
som inre produktrum: vi véljer den inre produkt som gor Z till en ON-bas. For ett re-

ellt vektorrum #r da o = fB. For ett komplext vektorrum &dr 8 en isomorfi och ¢ ir en
anti-isomorfi (den konjugerar koordinaterna).

Notera 1.16. Om dimV = oo sd dr o (och ) bara injektiva.

1.5. Dual avbildning. For alla linjira avbildningar L: V — W kan vi definiera en
dual avbildning:

Definition 1.17. Om L: V — W ir en linjér avbildning ges den duala avbildningen,
L*: W* — V*av

L*(¢)(x) = ¢(L(x)), VXeV,VpeW"
Sats 1.18. Om A dr matrisen for L med avseende pd baser {e;,e,,...,e,} och {f|,f5,... £,}

forV respektive W ér AT matrisen for L* med avseende pd de duala baserna {f},t;,...,£}},
respektive {e},e},... e:}.

Notera 1.19. Omv €V och ¢ € W* sd har vi, med v och ¢ uttryckta som kolonnvektorer
att:

L)z =Lz 2Ma=AVa  oh  [L(9)z =Lz 2-[0]z =A" 9]z
Eftersom (A7x)” = x” A kan vi ocksé berikna L*(¢) med radvektorer:

IL*(9)]2 = (9] L] 2,2 = (9] 2 A
dér koordinaterna for de linjira formerna alltsa dr radvektorer.

Exempel 1.20. Lat D: C[x]<, — Clx]< vara deriveringsoperatorn: D(f) = f’. D& &r
den duala operatorn

D*: Clx]<; — Clx]<2, D*(¢)=¢@oD
Om tex ¢ € (C[x]<;)" #r den linjéira formen
¢: Clx]l<i — C, ¢(p)=p'(0)
dvs ¢(a+bx) = b, sa dr
D*(¢) =¢oD
den linjéira formen D*(¢@) € (C[x]<2)" som ges av
D*(@)(a+bx+cx?) = @(b+2cx) = 2c.

Om vi infér baserna % = {1,x,x*} och %' = {1,x} sd ir

00

010 .
[D]%/7% = |:0 0 2:| , [D ]%*,<@/* =11 O
0 2

Vi kan berdkna D*(¢) med hjélp av kolonnvektorer

)
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eller radvektorer
ol =[0 1], 1D @lla=lolalDlwa=[0 1[0 5 5 =0 0 2]

Om V och W har inre produkter s dr L* i princip samma sak som L’ om vi identifierar
V med V* och W med W*. Mer precist har vi foljande sats:

Sats 1.21. LatV och W vara inre produktrum ochlat ay : V. — V* och oy : W — W*
vara motsvarande anti-isomorfier. Om L: V. — W dr en linjdr avbildning sa dr

LT:agloL*oocW

dvs, foljande diagram kommuterar

w-Lt.vy

low o
wr Ly
Bevis. Om w € W sd har vi att
(o o L") (w) = (LT(w)|—)v
och att
(L™ oo )(w) = L*((W|=)w) = (WIL(=))v.
Resultatet foljer alltsi av definitionen av den adjungerade operatorn L. U

Notera 1.22. Lat L: V — W vara en linjdr avbildning och vilj ortonormala baser %
och #' fér V. och W.Om A = [L] 5 o sa ir

[L*]@*7@/* :AT, och [LT]ﬂgg/ :AT

Matriserna ir alltsa desamma i det reella fallet och skiljer sig at med komplexkonjuge-
ring 1 det komplexa fallet. Det senare forklaras av att ¢ bara dr en antiisomorfi.
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2. TENSORPRODUKT

Den direkta summan av tva vektorrum V & W gav en generell operation som ger
kM = M @y k. Vi ska nu se pa en annan generell operation ® som ger k™" =2 k™ @ k",
Denna operation kallas tensorprodukt av vektorrum och den hor starkt samman med
bilinjdra avbildningar.

Att gora en strikt definition av tensorprodukten som fungerar dven for oindligdimensionella
vektorrum #r inte sa litt, sa vi kommer att borja med en version som bara fungerar for
andligdimensionella vektorrum. Innan dess ska vi se pa ett exempel som visar pa vad vi
vill astadkomma med konstruktionen.

Inom fysiken och mekaniken har vi ofta tensorprodukter som bygger pd V = R el-
ler dess dual, V* = (R3)*. Vektorer skrivs efter ett val av bas {e|,e,,e3} som ):?:1 a;e;
och man anvinder ofta det forkortade skrivsittet a; for att beteckna denna vektor. And-
ra storheter behover flera index, exempelvis spdnningstensorn i ett material o;;. Att vi
skriver pa det viset betyder att det finns ett vektorrum vars basvektorer naturligt &r in-
dexerade med tva olika index. Fran linjér algebra har vi ocksa stott ihop med sadana,
ndmligen matriser. Dessa kan anviéndas for att beskriva linjira avbildningar, linjira ope-
ratorer, kvadratiska former eller inre produkter. Betraktat som tensorer dr de tva forsta
annorlunda &n de tva andra och det har att géra med hur de foréndras vid basbyten.

Nir vi ser pa en matris som matrisen for en linjdr operator pa V betyder det att vi
har gjort ett val av bas for att representera operatorn som en matris. GOr vi ett annat val
av bas far vi en annan matris och vi har lért oss hur vi behover dndra koordinaterna for
vektorerna och matrisen med hjilp av basbytesmatriser. Om Pz » = (p;;) ger basbytet
fran 4 till 2 éndras koordinaterna a; med avseende pa basen Z till koordinaterna d!
med avseende pa basen & som

n
/
a; =) pija;
J=1

Om vi har att matrisen (a;;) representerar L: V — V med avseende pa % far vi matri-
sen med avseende pa & som

n n
/
aij = Z Z qikQkePej
k=1¢=1

dir (g,;) dr basbytesmatrisen Py g, dvs inversmatrisen till (p;;). Vi ser att det forsta och
det andra indexet i matrisen beter sig pa olika sétt hir. Vi sdger att det ena &r kovariant i
och med att det beter sig pa samma sitt som vektorerna med avseende pa basbyte, me-
dan det andra indexet &r kontravariant i och med att vi behover anvinda transponatet av
inversmatrisen vid basbytet. Ibland viljer man att skilja pa index som dr kontravarianta
genom att sitta dem ovanfor istéllet for nedanfor variabelnamnen.

2.1. Konstruktion med hjilp av baser. Ett sitt att definiera tensorprodukten av tva
vektorrum V och W dr genom att vilja en bas for vardera, sig {e;};c; for V och {f;} jc;
for W och sedan skapa V x W som ett vektorrum med bas {e; @ f j},-el’ jes» dir e; @ f; tll
att borja med bara dr en symbol. Darefter behdver vi ocksa kunna anvinda x ® y dven
for vektorer x och y som inte tillhorde vara ursprungliga baser. Detta gor vi genom att
kriva att ® ska vara bilinjir och att vi ska fa
x:Za,-e,-, y= ijfj — XQy = Z a,-bje,-®fj.
il jeJs iel,jeJ

Dérmed har vi utvecklat X ® y 1 den bas vi har definierat for V@ W.

Problemet uppstar niar nagon annan viljer andra baser for samma vektorrum och vi
vill kunna jamfora resultaten. D& maste vi veta hur basbyten pa V och W motsvarar
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basbyten pd V. @ W. Om p;; ger ett basbyte pad V och g;; ger ett basbyte pA W betyder
det att vi har andra baser {e;}<; for V och {f’} je; for W med

e =Y pier, och f;=Y q;fy.
kel leJ

Da behover vi ha att

e f; = (ZPik%) ® (Z qj'efz> =Y. ) puqjeex 2.

kel leJ keltel

Exempel 2.1. Om vi ser pa vektoreri V = R> med hjilp av koordinater med avseende pa
en bas {e|,ep,e3} och representerar vektorn x med dess koordinater x; dir x = xe; +
x2€) + x3e3. Fran fysiken har vi mott tensorn Kroneckers delta, 0;j, som 4r en tensor
som representeras av koordinaterna d;; med avseende pa ndgon bas. Fragan dr vilken
och for vilket rum Vi kan forsta det genom att se pa tensorprodukten V ® V som har

bas {e;®e J} i1 , bestdende av nio basvektorer. Kroneckers delta &r d tensorn

0=e ®e;+erRer+e3Res.

eftersom koordinaterna &r ett for dessa tre basvektorer och noll for dvriga e; @ e; dar
i # j. Vi har ldrt oss att denna ska vara invariant under basbyten (koordinatbyten) och
vi ska undersoka det. Vi viljer en ny bas {f;,f>,f3} som ges av

3
e = Z pijf;
j=1
och far da uttrycket for Kroneckers delta i den nya basen som

el®el+ez®ez+e3®e3:(zj 1 p1jE ) (Zk i) + (Z] 1 p2jE ) (Zk 1 Py

+<ZJ 1 p3f > (-, paufe)

303
= Z Z(pljplk + p2jpak + p3ip3i)f; @ fi
j=lk=1

Hir ser vi att koordinaterna med avseende pa den nya basen {f; @f;} for V ® V blir
skaldrprodukterna av kolonnvektorerna i basbytesmatrisen (p;;) och Kroneckers delta
far samma koordinater, &;; med avseende pa denna bas precis om kolonnerna i basby-
tesmatrisen utfr en ortonormal bas for R3, dvs om basbytet ir en ortogonal transfor-
mation.

Om vi vill att Kroneckers delta ska ha samma koordinater med avseende pa alla
koordinatbyten kan vi inte betrakta den som en tensori V ®V, men istélleti V*®@ V. Da
far vi att basbytet pa V* ges av e} = Z?:] q;;f; ddr

3 3 3 3 3
Sj=ei(e;) =YY qupfi(f) = Z Y qupibic =Y qupjk
k=1/¢=1 k=1

k=1/(=1
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vilket sdger att matrisen (g;;) dr inversen av transponatet av matrisen (p;;). Nér vi nu
gor om berdkningen ovan far vi

elRe +e;Re;+esRe; = (): 191 J) (X 1P1kfk)+<2 —192j ,) (X7_; ki)

+<ZI 193) > (-, panfe)
3

Y (q1jpuc+ azjpai+q3ip30)f; @

I
I ag

j=1k=1
3 3 3
=Y Y Y wpat;of
=1k
3

I
ML»J

Y 8k ofi =fi @t + 606 + 50 1f;.

=1/=1
1j=1

J

Exempel 2.2. Om V = Clx] &r vektorrummet av polynom med komplexa koefficienter
i en variabel, x, har vi en naturlig bas som ges av e; = x/, for i € N. Det betyder att
V ®V far en bas som ge av e; ® e;, dir i, j € N. Vi kan tolka dessa basvektorer som
polynomen x'y/ som ligger i W = Clx, y], dvs vektorrummet av polynom med komplexa
koefficienter i tva variabler, x och y.

Om vi byter bas till € = (x+ 1) = Y _, (l.’.,)x"/ =Y )e,/, i € NpaV far vi
motsvarande basbyte pa W =V @V som

o9 (£ () (B (D)) "L L) (Joreer

som motsvarar (x+1)/(y+1)/i W = C[x,y].

Exempel 2.3. Om vi ser V = k" som vektorrummet av funktioner f: {1,2,...,n} —k
har vi en naturlig bas {e},e;,...,e,} som ges av e;(j ) 0;j, for 1 <i,j <n.Vikan nu
se baselementet ¢; @ e; for V & V som en funktion pa produktmingden, {1,2,...,n} x
{1,2,...,n} och vi far

ei®ej(i/7j,) = 6ii'6jj’ = 6(i,j)(i’,j’)7 1< i?jailvj/ <n.

Vi kan sedan skriva alla funktioner f: {1,2,...,n} x {1,2,...,n} — k som linjér-
kombinationer av dessa basvektorer. Ddrmed kan vi tolka tensorprodukten som vektor-
rummet av funktioner pa produkten, dvs

k”®k”:V®V:{f: {1,2,...,n}><{1,2,...,n}—>k}.

Notera 2.4. Vi kan ocksa se vektorrummet M, (k) av n X n-matriser med element i k som
funktioner f: {1,2,...,n} x {1,2,...,n} — k, men vi har sett tidigare att ett basbyte
pa V inte ger det 6nskade basbytet pa M, (k) om vi vill att matriserna ska representera
linjdra operatorer pa V. Diaremot kan vi se M, (k) som tensorprodukten (k")* @ k".

2.2. Konstruktion med bilinjira avbildningar. Det andra sittet vi kan konstruera
tensorprodukten av tva vektorrum dr som ett vektorrum av bilinjdra avbildningar. For-
delen med den hir konstruktionen dr dels att den dr kortare att formulera, dels att den
inte beror pa nagot val av bas utan ér kanonisk. Nackdelen ir att den bara fungerar om
vektorrummen dr dndligdimensionella. Detta har att géra med att dualen av ett oindlig-
dimensionellt vektorrum inte dr isomorft med vektorrummet sjdlvt utan har en bas som
har storre kardinalitet an basen for vektorrummet.

Definition 2.5. En avbildning f: V| x V, — W ir bilinjdr om
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e y— f(x,y) dr linjér for varje x € V)
e X — f(x,y) dr linjdr for varje y € V,
En avbildning f: Vi XV, X - X Vi — W dr multilinjéir om

e x+— f(X1,Xp,...,X,...,X,) dr linjir ndr vi fixerar alla utom ett av argumenten.

Definition 2.6. Om V och W ir dndligdimensionella vektorrum ges fensorprodukten
VoW av

Vow = {f: VEx W —>k|f‘zirbilinjér}

Notera 2.71. Varje element (x,y) i V x W ger en bilinjér avbildning f: V* x W* — k
genom f(¢, y) = ¢(x)y(y). Detta element i V @ W skrivs som X ®y. Eftersom V och
W dr dndligdimensionella kommer alla tensorer 1 V @ W att vara linjirkombinationer av
sadana tensorer. Att vi ser pa bilinjdra avbildningar fran V* x W* och inte fran V x W
beror pa att vi vill ha kovarians, dvs att basbyten pa V och W ska leda till ett basbyte
pa V ® W som anvidnder samma basbytesmatriser och inte transponatet av deras inver-
ser. De bilinjdra avbildningarna V- x W — k ger istillet tensorprodukten av de duala
rummen, V* Q W*.

Sats28 Om B ={ey,....en} och P = {fy,....5,} dr baser for V.och W ger {e; ®
£} 1.j—1 enbas forVaw.

Bevis. En bilinjdr avbildning f: V* x W* — k bestdms entydigt av vérdet pa (e],f}),
1 <i<m,1 < j<neftersom bilinjiriteten ger

f(Zaie?‘»ijfi-) 55 s
=1 =l

i=1j=
Vi kan lita e; ® f; vara den bilinjira funktion som uppfyller
e,-®f~(e>5, j/) = 6,‘1'/3' H

och far att den bilinjdra avbildning f: V* x W* — k som ges av f(e} ) = a;j kan
skrivas som

n
f=3 ) aije®f;.

1j=1

Ms

i

Sats 2.9. Homy (V,W) = V*@W.

Bevis. Vilj baser for 4 = {e;,...,e,} och 2 = {f;,...,f,} for V och W. Vi far att
{e; ®f;} bildar en bas f6r V* @ W. Dessa element svarar mot linjdra funktioner L;;: V —
W genom L;;(x) = e/ (x)f;. Detta ger en bijektiv linjér avbildning eftersom varje linjér
funktion kan skrivas som

Y ajiLij

iJ

dir a;; dr matrisen for L med avseende pd de givna baserna. O

Sats 2.10. Den naturliga avbildningen V. x W — V @ W dr bilinjdr och varje annan
bilinjdr avbildning V x W — U faktoriseras unikt genom den.

VxW-—Lt-vew

3
\v

U
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Bevis. Den avbildning L: VX W — V @ W som ges av L(X,y)(¢,y) = ¢(X)y(y) dr
bilinjér och kan skrivas som

m n m n

Zaiei, Zbifi — Z Zaibje,-®fi

i=1 i=1 i=1i=1
efter val av baser for V och W. Om f: V x W — U ir en bilinjar avbildning kan vi
anvédnda baser for V och W {or att definiera en linjér avbildning F': VW — U genom

F(e;@f;) = f(e;,f))

Denna avbildning uppfyller f = F o L och den ir unik i och med att om F’ ocksa upp-
fyller det ér F — F’ noll pa basen {e; @ f;} och déirmed noll som linjir avbildning. O

Notera 2.11. Satsen sdger att tensorprodukten har en universell egenskap med avseen-
de pa bilinjdra avbildningar. Det gar att definiera tensorprodukten med hjilp av denna
egenskap och vi kan da gora det utan begrinsning pa dimensionerna. Vi sdger da att
V @ W tillsammans med den bilinjira avbildningen V x W — V @ W ir definierade av
att varje bilinjdr avbildning V x W — U faktoriseras unikt via V@ W.

Definition 2.12. Vi later spdravbildningen, tr: V* @V — k, vara den linjdra avbildning
som kommer fran den bilinjdra avbildningen ev: V* x V — k, dir ev(¢,x) = ¢(x), for
x€Voch¢eV*.

2.3. Tensorprodukt av avbildningar och matriser. Om vi har tva linjira avbildning-
arLi: Vi — WjochL,: V, — W, kan vi anvinda Sats till att konstruera en linjér
avbildning

LiQLy: ViV, — W @W,.
For att gora det rdcker det att tala om hur vi kan definiera en bilinjér avbildning W¥': V; X
Vo, — Wi ® W, och det kan vi gora genom W(x,y) = L (X) ® L(y). Det dr klart att
denna blir bilinjdr eftersom bade L och L, &r linjdra avbildningar. Darmed finns en unik
linjdr avbildning L1 ® Ly: Vi @V, — Wi @ Wy sd att (L1 ® Ly) (x®y) = L1 (X) @ La(y),
for allax € V] och allay € V;.

Exempel 2.13. Om L;: R? — R? och L, : R?> — R? ges av matriserna

1 2 1 1
A:{4 3] och B:{O J

kan vi se pa matrisen for L; ® L, genom att se hur den verkar pa basen {e; @ e|,e; ®
e,e;Rej,e;®ep} och far

e e — (e1+4e2)®e1:1-e1®e1 +0-e;Rery+4-e0e; +0-er®Ren
erRe— (ejt+4de)R(ej+e)=1e Qe +4-e;Re +e Qe +4-e,Re
e,Re| — (2e; +3e;) e =2-e;Re; +0-ej®er+3-e20e; +0-e2Re;

e — (2e1+3e)®(ej+e)=2-e;0e; +3-e2Re;+2-e;Re +3-e,Re)

Dérmed far vi matrisen for L; ® L, som

B 2B
c= ~|is 3

Sk, O
N N
S WO
[SSIUS I O S
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och om vi istillet hade valt basen i en annan ordning {e; ® e|,e; R ej,e; R er, e, Rer}

far vi
A A
|0 A

Byter vi bas for den forsta faktorn till {€},e}} som &r en egenbas for L; far vi istillet
matrisen

W N W

1
4
1
4

55 0 0 5 0 5 0
o5 0 o0 , o =10 -1
C=1pg 0 —1 —1| ©cller C=15 o 5 o

00 0 —I 0 0 0 —1

och vi ser att egenvirdena till L; ® L, &dr 5 och —1 med algebraisk multiplicitet tva och
geometrisk multiplicitet ett. Alltsa dr L; ® L, inte diagonaliserbar.

Notera 2.14. Den form av multiplikation av matriser som vi ser i exemplet kallas
ibland Kroneckers tensorprodukt av matriser och i t ex Matlab dr kommandot for detta
kron(A,B).

Notera 2.15. T allménhet giller att om A ir egenvérde till L) och u dr egenvirde till L,
sa dr Ay egenvirde till L} ® Ly eftersom Ly (x) = Ax och Ly(y) = ny ger L1 @ L (X ®
y) =Ax®@uy = Au(x®y). Om bade L; och L, &r diagonaliserbara med egenvirden
A, A2, ..., A, Tespektive Wy, U, ..., W, S8 dr L1 ® Ly diagonaliserbar med egenvirden
l,-,uj,lgigm,lgjgn.

Exempel 2.16. Om A och B ir stokastiska matriser som beskriver olika oberoende
Markovkedjor med m, respektive nm olika tillstand kan vi definiera den sammanslag-
na Markovprocessen som bestar av alla mn kombinationer av tillstand. Den stokastiska
matrisen som beskriver denna process dr en mn X mn-matris och den ges av tensorpro-
dukten av matriserna A och B enligt exemplet ovan. Tensorprodukten av stokastiska
matriser blir pa nytt en stokastisk matris.

2.4. Konstruktion som kvot. Ett ytterligare sitt att konstruera tensorprodukten dr som
som en kvot av ett vektorrum pa foljande sitt. Bilda

U= {f: VX W — k| f(x,y) # 0 for ett dndligt antal (x,y)}.

som har en bas som bestér av de karakteristiska funktionerna yx, y, som uppfyller

_ 1 om (Xay> = (X07YO),
x0:¥0 (xy) = {O annars

Poidngen ér att U &r ett vektorrum dér basvektorerna pa ett naturligt sétt svarar mot
elementen i V x W. Vi ska nu definiera ett delrum som bestar av alla relationer vi vill
ska finnas mellan tensorerna i V. ® W. Lat Ry,R,,R3 och R4 vara de delrum av U som
ges av

Ry = Span{aXx,.y, — Xaxo.yo: (X0,¥0) €V xW,a € k}
Ry = Span{ayx,.y, — Xxo.ayo: (X0,¥0) €V xW,a € k}
R3 = Span{Xx,+x,.yo — Xxo.y0 — Xx1.y0 " (X0,¥0), (X1,¥0) €V x W}
R4 = Span{ ¥x,.yo+y1 — Xxo.yo — Xxoy: * (X0,¥0), (X0, ¥1) €V x W}

Vi kan nu definiera R = R| + Ry + R3 + R4, dvs alla vektorer som kan skrivas som en
summa av vektorer fran de fyra delrummen. Nu kan vi definiera V @ W = U /R med den
naturliga bilinjdra avbildningen L: V xW — V @ W som ges av L(X,y) = Xxy + R
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Denna blir bilinjér precis for att delrummen R;, Ry, R3 och R4 ér konstruerade sa. Det
aterstar nu att visa att denna har samma egenskaper som det vi visat for tensorprodukten
tidigare. Vi skriver som tidigare x ® y for L(X,y) = xxy +RiV x W.

Definition 2.17. Om V|, V;,...,V, dr dndligdimensionella vektorrum &r tensorproduk-
ten

V1®V2®---®Vn:{f: Vi VS X x VE s k| férmultilinjéir}

Notera 2.18. Pa samma siitt som V@ W kommer V| @ V5, ® - - - ®V,, tillsammans med den
multilinjdra avbildningen V; x V, X --- XV, — V] @ V, ® - - - ® V,, att ha en universell
egenskap med avseende pa multilinjdra avbildningar V| x V, x - - - x V,, — U. Dessutom
kan man visa att det finns naturliga isomorfier, som exempelvis

ViaWn)aV; —Vi@aVheVs «— Ve (VheVs)

Sats 2.19. Sammansittning av operatorer i Homy(V,V) = V*®V svarar mot den na-
turliga avbildningen
VIeveVieV — ViV

ddr sparavbildningen, tr anvdnds pa de tva yttersta faktorerna.

Bevis. Det dr naturligare att se detta om vi skriver Homy (V,V) =V @ V* da vi far sam-
mansittningen
Homy (V,V) x Homy(V,V) — Homy(V,V)
leder till den bilinjdra avbildningen
VRVIxXVeV  —VeV*
som pa grund av den universella egenskapen ger en linjar avbildning
VevieveVs —VeV”

och det dr nu de mittersta tva dir sparavbildningen anvinds i och med att resultatet fran
den hogra avbildningen gar in som argument i den vinstra vid sammansittningen. [

Tensorprodukten beter sig ocksa vil tillsammans med direkt summa.
Sats 2.20. (Vi® V)W = (ViW)d (V,@W).
Bevis. Vi kan definiera en avbildning (V; & V,) xW — (Vi @W) & (V, @ W) genom
fX1+x2,y) = (X1 ®Y, X2 ®Y)
Pa grund av den universella egenskapen kommer det att finnas en unik linjér avbildning
VieVh)@W — (VieW)a (V,oW).

som stammer ihop med f. Att detta blir en isomorfi kan vi kontrollera genom att vélja
baser for Vi, V, och W och se att basen for vinsterledet avbildas pa basen for hogerledet.
g

Definition 2.21. Delrummet Sym?(V) CV ®V av symmetriska tensorer ges av
Sym?(V) = Span{x®x: x € V}.
Delrummet Alt>(V) C V @V av alternerande tensorer ges av
Al?(V) = Span{x®y—y®x: x,y e V}.

Notera 2.22. De symmetriska tensorerna kan ocksa beskrivas som de tensorer o €
VeVsaatt t(a) =aom 7: VRV — V®V ir isomorfin som svarar mot den bi-
linjdra avbildningen f(x,y) =y ® X. De anti-symmetriska tensorerna dr da de tensorer
ocV®Vsaatt t(a) = —o. Om 141 # 0 sd dr detta precis de alternerande tensore-
rena.
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Sats 2.23. Om 1 +1#0drV®V = Sym?(V)® Al (V).

Notera 2.24. Om 1+ 1 = 0, till exempel om k = Z,, s& dr 1 = —1 och Alt*(V) C
Sym?(V) ty

XQY-YRX=XQY+YyRX=(X+y)R(X+y) —XQRX—yRY € Symz(V).
OVNINGAR PA TENSORPRODUKT

Uppgift 1. Lt V =R3 och 14t L: V ®V — V vara den linjira avbildningen som ges
av den bilinjdra avbildningen f: V x V — V som ges av kryssprodukten, dvs:

flv,w)=vxw, for allav,w € V.

Bestdm en bas for ker L.

Uppgift 2. Visaatt w:=1® 1 +x®y € C[x] ® Cly] inte 4r en ren tensor, dvs inte gar att
skriva som w = p(x) @ q(y).

Uppgift 3. Kontrollera att avbildningen x®@y: V* x W* — k som ges av

(x®@y)(¢,¥) =0(x)w(y), V(o,y) eV xW*
verkligen &r bilinjér.

Uppgift 4. Visa att tr: V* ®V — k svarar mot sparet av matrisen for avbildningar i
V*®V = Homy(V,V) oberoende av val av bas for V sa linge den duala basen viljs for
V.

Uppgift 5. Lat {e;} och {f;} vara baser fér V dir basbytet ges av matrisen A = (a;;)
med fi = 27:] aji€;.
(a) Vilken matris B = (b;;) ger basbytet mellan de duala baserna {e]} och {f}} for
V*?
(b) Hur ser basbytet ut pa V* @ V?

Uppgift 6. Bevisa Sats[2.23 dvs att V@V = Sym?(V) @ Al> (V) om 1 +1 #0i k.

Uppgift 7. Om V ir ett reellt vektorrum kan vi bilda ett komplext vektorrum genom
Ve =V ®C dir vi ser C som ett tvadimensionellt reellt vektorrum. Kontrollera att
Vc uppfyller definitionen for ett vektorrum 6ver C om vi anvidnder multiplikation med
skaldr pa den andra faktorn i tensorprodukten.

Uppgift 8 (Uppgift 7 pa modelltentamen). Lat L: V — V vara en operator pa ett reellt
vektorrum som med basen {e,e;,e3} for V ges av matrisen

2 2 1
A=|1 -1 -1
-2 -1 -2
Med hjdlp av L far vi en avbildning L& L*: V®V* — V ® V* fran den bilinjdra
avbildningen V x V¥ — V @ V* som ges av (X,¢9) — L(x) @ L*(¢), for x € V och
p eV
(a) Bestdm matrisen for L ® L* med avseende pa basen {e; ® e*]f}. Q2p
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(b) Bestim det(L ® L*). (Ledning: det(L) =7.) 2p

Uppgift 9 (Uppgift 7 pa tentamen 2018-01-10). Lat V C C? vara delrummet som ges
av ekvationen x| 4+ x2 + x3 = 0 och betrakta tensorprodukten V ® V som ett delrum i
C3? ® C3. Avgor om nigon av tensorerna
e ResterRe —2e3Re;
eller
e Xe—eXer—erRe+er®es+e3Rer —e3 e
ligger1 V@V, dir ey, e,,es dr standardbasvektorerna for C3. “4p)

Uppgift 10 (Uppgift 5 pa tentamen 2018-04-05). Lat V och W vara dndligdimensionella
vektorrum.

(a) Definiera tensorprodukten V @ W. (1p)
(b) Visa att dim(V @ W) = (dimV)(dimW). (1p)
(c) Visa att det det finns en naturlig bilinjédr avbildning ®: VxW — VQW.

(1p)

(d) Tensorprodukten V @ W har tillsammans med den bilinjédra avbildningen fran del
(c) en universell egenskap med avseende pa bilinjdra avbildningar V x W — U,
namligen att alla sadana faktoriserar pa ett entydigt sétt via ®. Forklara vad detta
innebir och skissera ett bevis for att detta giller. 1p)

Uppgift 11 (Uppgift 7 pa tentamen 2018-04-05). For en linjar operator L pa V kan vi
bilda en linjar operator pa V @ V genom I ® L — L® I, ddr [ 4r identitetsoperatorn pa V.

(a) Bestdm rangen for / ® L — L ® I om L ges av matrisen 2p)

1 2
53
(b) Visa att I ® L — L® I 4r nilpotent om L &r nilpotent, men att det omvénda inte
alltid géller. 2p)
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3. YTTRE POTENSER OCH YTTRE ALGEBRAN

I detta avsnitt definierar vi yttre potenser /\g V och den yttre algebran /A V. Pa samma
sitt som tensorpotensen V¥ =V @V ®---®V har en universell egenskap for multi-
linjdra avbildningar sa har den yttre potensen en universell egenskap for alternerande
avbildningar.

3.1. Alternerande avbildningar.

Definition 3.1. En multilinjdr avbildning f: V! =V xV x---xV — U ir

e alternerande om f(X1,Xa,...,X¢) = 0 om tvd argument &r lika, dvs x; = x; for
nagot i # J,
o skevsymmetrisk (eller antisymmetrisk) om f(xj,Xp,...,Xy) byter tecken, men i

ovrigt inte dndras, om tva argument byter plats.

Exempel 3.2. Kryssprodukten i R3, dvs avbildningen f: R3 x R3 — R3 som ges av
f(v,w) =v x w ir alternerande och skevsymmetrisk. Ty vxv=0o0ochvxw=—w X V.

Exempel 3.3. Determinanten i R”, dvs avbildningen f: R" x --- x R* — R som ges
av

FVi, Vo, v) =det[vi va .. vy
ar multilinjdr, alternerande och skevsymmetrisk.

Exempel 3.4. Avbildningen f: M, x M, — M,, definierad av f(A,B) = AB — BA, dvs
kommutatorn for n X n-matriser, ir bilinjdr, alternerande och skevsymmetrisk.

Sats 3.5. Varje alternerande avbildning dr skevsymmetrisk. Om 2 # 0 i kroppen av
skaldrer sa gdller omviindningen.

Bevis. Genom att fixera alla argument utom tva sa erhaller vi en bilinjédr avbildning
g: V xV — U och det riacker att bevisa satsen for alla sadana g. Om g dr alternerande
har vi att
0=g(x+y,x+y)—g(x,x)—g(y,y) =g(x,y) +&(y,%)
for alla x,y € V och alltsa dr g skevsymmetrisk.
Om g dr skevsymmetrisk har vi for allax € V att

g(X7X) - _g(va) — 2g<X7X) =0
Om 2 # 0 foljer alltsa att g(x,x) = 0. O
Exempel 3.6. Lat k = Z; vara kroppen med tva element. Da ar —1 = 1 och skevsym-

metrisk betyder detsamma som symmetrisk. Till exempel dr multiplikationsavbildning-
enm: k X k — k, m(a,b) = ab bilinjér och (skev)symmetrisk men inte alternerande.

3.2. Yttre potensen /\é V med bas. Vi borjar med en definition som bygger pa valet
av en bas.

Definition 3.7. Den /lte yttre potensen av ett vektorrum V med basen {ey,...,e,} dr vek-
torrummet A’V med féljande bas. For varje delmingd S = {s1,82,...,8¢} C{1,2,...,n}
av storlek £ och med s; < s < --- < s har vi en basvektor eg = e;, Aeg, A---Ae,.

Notera 3.8. Vi har att dim A’V = (). Om £ = 0 har vi den enda basvektorn ey och om

¢ = n har vi den enda basvektorn ej A --- Ae,. Om ¢ < 0 eller £ > n sa ir A’V = {0}
det triviala vektorrummet av dimension 0.

Allménna vektorer i A‘V &r linjarkombinationer av basvektorerna. For ¢ = 1 sa &r
e(;, = €; och vi identifierar pa sa vis A'V med V.
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Exempel 3.9. Om V = R? har vi att:

° /\O RR? har dimension 1 och basen e,

e A'R3 har dimension 3 och basen ey, ey, e3,

° /\2 R3 har dimension 3 och basen e; A e, €] /A e3, e Ae3, och
° /\3 R3 har dimension 1 och basen e; A e, Aes.

For en uppsittning vektorer vi,vs,...,v, € V kommer vi nu att definiera

J4
V1/\V2/\---/\Vg€/\V

pa liknande sitt som vi definierade den rena tensorn v ® --- @ v, € V& men si att A
inte bara dr multilinjdr utan ocksa alternerande. Detta innebér att vi A--- A v, = 0 nér
v; = v, for nigot i # j.

Exempel 3.10. Om V = R2 och v = ae; + be, och w = ce; + de, s& har vi genom
multilinjaritet och alternerande
VAW = (ae; +bey) A (ce; +dey)
=ac(e; Nejp)+ad(e; Ney)+bc(ex Nep)+bd(ex Ney)
= (ad — bc)e1 Nen
eftersom e; Ae; = 0 och e; A e, = —e, A e (alternerande implicerar antisymmetrisk).

Sats 3.11. Det finns en unik alternerande avbildning o.: V¢ —s /\E V sadan att
Oc(ei“e,-z, ... ,e,'é) =e€, A\ej,/N\---A\e,
om 1 <ij<ip<---<ip<n Viliter vi \---AVy:=a(V],V2,...,Vp).
Bevis. Eftersom o ska vara multilinjdr ricker det att bestimma vad a/(e;, . .., e;,) ér for
alla 1 <iy,ip,...,iy < n. Om tva index dr lika maste vérdet vara noll eftersom o ska
vara alternerande. Om alla index &r olika kan vi gora N stycken parvisa byten for nagot
N sa att indexen efterat dr ordnade. Vi maste da lata
N
a(eil g 76,'[) = (—1) €g

dir S = {iy,ip,...,i¢}. Heltalet N dr inte unikt bestimt men dess paritet (udda/jamnt) ar
unikt och (—1)" = sgn(o) ir tecknet for permutationen ¢ pa {1,2,...,¢} som svarar
mot omordningen vi gjorde. U

3.3. Universell egenskap for yttre potenser. Precis som tensorprodukten V @ W har
en universell egenskap for bilinjdra avbildningar och V; @ V, ® - - - ® V,, for multilinjédra
avbildningar sa har den yttre potensen A’V en universell egenskap for alternerande
avbildningar.

Sats 3.12. Om f: V! — U ir en alternerande avbildning sd existerar en unik linjir
avbildning F : /\ZV — U sadan att f =Foq.

Som vanligt sa sammanfattar vi detta i diagrammet:
vi—% Ay
3 F
\ v
U

Var nuvarande definition av /\E V beror pa ett val av bas Z och vi borde egentligen
skriva g och /\6@ V. Den universella egenskapen visar att om % och %’ ir tva baser sa
finns det en unik isomorfi, kompatibel med a5 och ¢t mellan /\% V och /\ég/ V. Denna
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isomorfi ges genom att uttrycka basvektorerna es = e;, A\ --- A¢;, for den ena basen 1

den andra basen, dvs otz(es) = i (es). Vi kan dirfor betrakta A%V och A% V som
samma vektorrum och ¢t och oz som samma avbildning.

Det gar ocksa att anvidnda den universella egenskapen for att visa att andra definitio-
ner av /\g V som vi ger senare Overensstimmer med var nuvarande.

Exempel 3.13. Vi sig att kryssprodukten f: R x R? — R? ir alternerande. Alltsa
har vi en unik linjir avbildning F: A\’ R?® — R3 sadan att F (VAW) =v x w. Speciellt
ar

F(61 /\ez) = e3,

F(e1 /\63) = —ey,

F(EQ/\E3) =eq,

Eftersom F tar en bas pa en bas sa dr F en isomorfi. Detta dr ett specialfall av Hodge-
avbildningen, se Anmirkning [3.24]
Flera olika par av vektorer har samma kryssprodukt, till exempel:

11
efzﬁxw=4ﬂ+fﬁx@ﬁ=%m+fﬁx(—§m+iw>

Viljer vi tva stycken linjdrt oberoende vektorer v, w i xy-planet sa dr deras kryssprodukt
des for nagot d = 0 och alltsa dr v x [llw = e3. Alla sadana par av vektorer v, w ger alltsa

upphov till samma element é(V AW)=ejNeyi A’R3. Elementen i A\?R? kan betraktas
som plan i R? med en given orienterad yta och detta giller mer allmént for A’ R™.

3.4. Konstruktion av A’V som kvot. Eftersom o #r multilinjir s& far vi av den uni-
versella egenskapen for tensorprodukten en linjiar avbildning

L
L:V'=vg @V -— AV

sadan att L(v; ®---®Vvy) = vi A--- Avy. Denna avbildning ir surjektiv eftersom varje
baselement 1 /\ZV ar med i bilden. Enligt isomorfisatsen dr alltsa /\EV isomorf med
V®¢ /ker L. Man kan visa att kiirnan spinns upp av alla rena tensorer dir tva komponen-
ter dr lika. Vi kan dérfor gora foljande alternativa definition av /\g V som inte beror pa
nagon bas och fungerar dven nir V ér odndligt-dimensionell.

Definition 3.14. /\EV ar kvotrummet V®/R dir R dr delrummet som spinns upp av
alla tensorer pa formen

ViV &®---XVy

dirv;eVforallai=1,2,...,¢ och v; = v, for ndgot i # j.

Exempel 3.15. Om V =R> och £ =2 sd har V ®V dimension 9 och basen {e; ® e }i<ij<3

medan den yttre potensen A2V har dimension 3 och basen {eiAnej}i<icj<3. Delrummet
R spénns upp av de 6 linjirt oberoende vektorerna:

e Rer, exRey, e3es, (e +e)R(ej+er), (e +e3)® (e +e3), (e2+e3)(ex+e3),
eller ekvivalent, de 6 linjért oberoende vektorerna:

e Xe;, erXer, e3Ke3, e1Xery+erxXe;, egXes;+ez3®er, erPXes+e3®e,.
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3.5. Yttre algebran A\ V. Vi borjar med att betrakta den direkta summan

AV:KV@AV@RV@W

Notera 3.16. Om V har dimension n och bas e, ...,e, s ir:

AV:KV@AV@W@AV

med bas {eg} diar S C {1,2,...,n} dr en delmidngd av godtycklig storlek. Alltsa dr di-
mension for AV lika med 2. For £ =0,1,...,n far vi delrum A"V = Span{eg | #S = ¢}
av dimension (}).

Definition 3.17. Den yttre produkten dr den bilinjédra avbildningen
0 p ttp
A:(AV)x(AV)—»AV
som pa baserna ges av

—1)yn(S.T) SAT =0
eS/\eT:(es1/\"'/\eSg)/\(etl/\"'/\etp):{( ) €sur om ,

0 annars,
dir
m@ﬂjz#“&ﬂeSxT:s>*.
dr antalet byten vi behover gora for att ordna foljden sy, s7,...,8¢,11,12,...,1, didr vi bara

har 51 <sp <---<spochty <t <--- <1
Samma formel ger en bilinjir avbildning

A (AV) < (AV) — AV
som vi ocksa kallar for den yttre produkten.

Sats 3.18. Den yttre produkten pa \V uppfyller

o (aNB)NYy=aAN(BAY), Va,B,yeAV (associativitet)
earB=(-D)PBAa), VaeAV,BeANV (graderad kommutativ)

Definition 3.19. Den yrtre algebra (en: exterior algebra) pa V ar vektorrummet AV
med produkten A: AV x AV — AV som definierats ovan.

Notera 3.20. Om vi tar produkten av ¢ stycken basvektoreriV = AV sa far vi
e, Neg, Ao Neg, = (— 1)’”(“’527""54)e{51 528t}
om indexen s1, 52, s¢ dr distinkta (annars blir produkten 0) och
m(S1,52,...,8¢) = #{(i,j) i<, 8> sj}.

Detta ger en formel for den linjira avbildningen a: V! — /\E V 1 Sats m

2Har betyder algebra ett vektorrum med en associativ operation ’produkt”. T ex dr de komplexa talen
C och kvaternionerna H algebror 6ver R.
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3.6. Determinanten. Om vi tar produkten av n = dimV vektorer sa far vi determinan-
ten:

Sats 3.21. Om fy,15,... .1, dr vektorer i V dir f; =) aje; dr
fiANE A A, =det(A)e; Aex A+ Ney.

Bevis. Genom att utveckla vinsterledet

fAGL A AL = (Y ajies) A (Y ape;) AN (Y ajne))
far vi n" termer, men alla termer som innehaller upprepade basvektorer blir noll. Dir-
med blir det en summa av n! termer dér alla &r a;, 14,2 - - a;,n€;, Ne€j, A--- Ae;,. Enligt
ovan kommer tecknet bero pa hur manga par som star i fel ordning i listan (i1, iz, ..., i)
och det &r precis sa determinanten dr definierad. U

Korollarium 3.22. Om f,,1f,, ... £, dr vektorer i V sa dar £, ANfy A--- ANfy =0 om och
endast om {fy,£,... £y} dr linjdrt beroende.

Bevis. Om {f},f>,...,f;} &r linjéirt beroende kan vi skriva en av dem som en linjiarkom-
bination av de dvriga. Da kommer vi fa ett uttryck som dr en summa av termer dér det
finns upprepade faktorer. Varje sadan term &r noll eftersom f; A f; = 0.

Om {f},f,,... £} dr linjdrt oberoende kan vi utvidga den till en bas for V genom att
lagga till £, 1,f,15,....f,. Vi far da att

fiAf A Af, =det(A)ey Aex A---Ae, #0

dér A dr basbytesmatrisen mellan baserna. Ddrmed kan inte de forsta ¢ faktorerna ge en
produkt som ir noll. O

3.7. Konstruktion av /\E V med alternerande avbildningar. Liksom for tensorpro-
dukten kan vi ndr V dr dndligtdimensionellt dven definiera den yttre produkten pa fol-
jande vis.

Definition 3.23. Den yttre produkten AV dr

L
/\V:{f: Vix.oox V" —k: féiralternerande}

Med denna beskrivning svarar basvektorn e; A --- A e;, mot foljande alternerande
avbildning f:

f(P1,- -, 00) = Z Sgn(d)wc(l)(981>¢a(2) (€,) (Pc(é)(eS4>
oecyy
ddr summan &r dver alla permutation ¢ av {1,2,...,¢} och sgn(c) = £1 dr tecknet pa
permutationen.
Men kan ocksa ge en direkt beskrivningen av den yttre produkten i AV med alterne-

rande avbildningar. Om till exempel f € /\1 Vochge /\2 V ir alternerande avbildningar
som i Definition sddr fAgE NV foljande alternerande avbildning

(A (@1, 02,03) = f(01)g(92,03) — f(02)8(P1, 03) + f(93)g(@1,92).

3.8. Isomorfier mellan yttre produkter. LatV vara ett vektorrum av dimension n. Vi
har sett att dimA‘V = (}) = (,",) = dim A"~". Finns det en naturlig isomorfi mellan

vektorrummen /\ZV och /\"_EV? Svaret dr nej 1 allménhet men genom att vélja en
ordnad bas kan vi skapa en isomorfi.
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Notera 3.24 (Hodge x-isomorfi). Om vi har en ordnad bas ej,e,, ..., e, for V far vi en
isomorfi

L n—{
*: /\V — /\ Vv
sddan att x(es) = +e(; 5 ,\s dér tecknet viljs sd att es A\ x(es) = e Aex A+ Aey,
Har vi inte en ordnad bas kan vi inte ens identifiera A"V med k pa ett naturligt sitt.

Definition 3.25. En volymform for ett n-dimensionellt vektorrum V &r ett noll-skilt
element @ € \"V, eller ekvivalent, en isomorfi k = \" V.

Notera 3.26. Om vi har en ordnad bas & = {e;,e,,...,e,} s har vi en kanonisk vo-
lymform @ =e; A--- Ae,. Om w*: N'V — k dr isomorfin som skickar @ pa 1 sa
ar

CO*(fl A A /\fn) = det [[f]]gg [fz]gg ... [fn]%}
enligt Sats (3.21

Med en volymform kan vi pa ett naturligt sétt identifiera /\”*g V med dualen till /\g Vv
enligt foljande sats.

Sats 3.27. Om vi har en volymform o sé dr multiplikationen NV x N' =V — N\'V =
k en icke-degenerera bilinjdr form och vi kan identifiera

0 n—0 \ "
AV§<AV>.
Bevis. Vi har en linjér avbildning
l n—0 \ "
L:AV—»(AV)

som tar ett element ot € A\° pa den linjéra formen L( ) /\”_E V — A"V = k definierad
av

L(a)(B) = o*(anB), VBeN 'V
dir o*: A"V — k dr isomorfin som tar volymformen @ pa 1.
For att se att L dr en isomorfi viljer vi basen {e;};—; ., for V, basen {eg}us—s for AV
och basen {eg }us—,_¢ for N''V. Viharnu att egAer =0 om T # 8¢ och eg AN ege =
) Alltsd dr

L(es) = 0" (e 2, )€
sa L tar en bas pa en bas och dr ddrmed en isomorfi. O

Exempel 3.28. Om V ir ett reellt inre produktrum kan vi identifiera V med V* (via
Sats och dven (A" “V)* med \"~“V. Viljer vi en ortonormal bas och volymfor-
men @ = e; A--- Ae, sd ger Sats precis Hodge *-isomorfi.
Speciellt, om V = R® med den vanliga inre produkten si ger den yttre produkten en
multiplikation
2
AV XV— \Vyizy,

Denna multiplikation dr det vi kéinner som vektorprodukt eller kryssprodukt.

3 icke-degenererad betyder i det hir fallet att det inte finns ndgot element som multipliceras till noll av
alla element pa andra sidan.
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OVNINGAR PA YTTRE ALGEBRAN

Uppgift 12. Lat Alt>(V) C V @V vara de alternerande tensorerna (Definition|2.21). Visa
att det finns en naturlig isomorfi A2V 22 Alt?(V).

Uppgift 13.  (a) Visa att multiplikationen i Sats[3.27]f6r ¢ = 1 motsvarar Laplaceut-
vecklingen av determinanten av en matris efter en rad eller kolonn.

(b) Visa att multiplikationen i Sats for £ > 1 motsvarar en generalisering av
Laplaceutvecklingen av determinanten av en matris efter flera rader rad eller
flera kolonner.

(c) Skriv upp den explicita Laplaceutvecklingen av en 4 x 4-determinant efter de tva
forsta raderna.

Uppgift 14. Verifiera att det 4r kryssprodukten som fas for V = R> med den vanliga inre
produkten som indikeras i Exempel dér vi far multiplikation

2
AV XV— \VVrey.

Uppgift 15. Genomfor forsta steget i beviset av Sats [3.21] explicit for fallen n = 2 och
n =3, dvs utveckla uttrycken

(a11€1 +az1ez) A (ajne; +axner)
och

(a11e1 +ar e —|—a31e3) A (alzel +arer +a32e3) A (a1361 +axzer +a33e3) .

Uppgift 16 (Uppgift 7 pa tentamen 2019-01-09). Lat V = C" med bas {ej,ey,...,e,}.
Bestdm rangen av den linjdra avbildningen

2 3
L: A\V— AV

som ges av L(x) =xA(e;+ey+---+ey,), forx e AV. 4p)
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LOSNINGSFORSLAG
Losningsforslag till uppgift 1. Vi har basen {e;,e;,e3} for V och basen
{ei,e12,€13,€21,€22,€23,€31,€32, €33}
for V@V dir e;; = e; ® e;. Vidare ér
L(e;j) =L(e;®e;) = f(e;e;) =e; xe;

och
L(ejy) = L(ex)=L(es3) =0
L(elz) = €3, L(ezl) = —€3
L(ey) =e;, L(es) = —e
L(e31) =€y, L(e13) = —€
Detta ger foljande matris for L
00 0 O 010 —-10
00 -1 0 O0O0OT1T O O
01 0 —1 000 O O

Vi ser att matrisen har full rang (dvs 3) och ddrmed har kidrnan dimension 6. Matrisen
ar redan rad-reducerad och en bas for kérnan ar alltsa

{e11,e2,€33,€23+€3,e13+e€3;,e2+ey ).

Losningsforslag till uppgift 2. Lat

p(X) :ao+a1x+a2x2+...+adxd

q(y) = bo+ b1y +bay* + -+ bey°.
Da ar
d e ) )
px)@q(y) =) Y aibj(x ®y’)
i=0 j=0

Eftersom {1,x,x%,...} och {1,y,y%,...} &r baser sd ir {x' ®/};>0 j>0 en bas. Om
1®1+x®y ir lika med p(x) ®g(y) dr deras koefficienter i denna bas lika:

1 = apbg 0= apby 0=apb; O=aib; Vi+j>3
O:a1b0 1:a1b1
Ozazbo

Men 1 = agbg och 1 = ab; ger att ag, by, a;,b; # 0 vilket strider mot att aph; = 0 och
a1b0 =0.

Losningsforslag till uppgift 3. Pa grund av symmetri ricker det att kontrollera att av-
bildningen blir linjidr om vi fixerar ett av argumenten.

(x@Y) (91 + 92, ¥) = (¢1(x) + 92(x)) w(y) = (1 (x)w(y)) + (2(x) w(y))
= (x®y)(¢1,¥)+ (xQy)($2,¥)
och

(x®y)(ag,y) = (ad(x))w(y) = adp(x)y(y) = a(x®y)(9, ¥)

vilket visar av avbildningen ir linjdr om vi fixerar andra argumentet till y.
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Losningsforslag till uppgift 4. Om A &r matrisen for L med avseende pa en bas far
vi att tr(L) = tr(A) = Y A;;. Detta ir oberoende av val av bas eftersom tr(PAP~!) =
tr(AP~'P) = tr(A) fér varje basbytesmatris P. Vi har att L svarar mot tensorn Y. A; j¢; ®

*/f och

tr (ZA,‘jei ®ej) = ZA,']' tr (e,- ®e§) = ZA,']'(S,']' = ZA,‘,' = tI‘(A).

Losningsforslag till uppgift S.
(2) Om vi skriver f; = Y. b ;¢ och anvéinder att f; (f;) = &;; fér vi

Zbkielt (Zaéjeﬂ) = Z Z biagjer(er) = Z Z byiag ke = Z byiay;
k=1(=1 k=10=1 k=1

Detta ir matrismultiplikation av B” med A och resultatet ska ge identitetsmatri-
sen. Alltsd ir B = (A—1)T = (A7)~ 1,
(b) PaV*®V far vi basbyte med

n n
;08 = () briep) @ (Yagjer) = Y. ) brasje; © e
k=1(=1

dvs vi anvinder basbytesmatrisen A p4 hogra faktorn och (A~!)7 pa den vinstra.
Nir vi representerar elementen i V som kolonnvektorer och elementen i V* som
radvektorer behovs inte transponatet lingre, men vi multiplicerar med basbytes-
matrisen fran hoger istillet for fran vinster.

Losningsforslag till uppgift 6. Eftersom Sym?(V) och Alt?(V) ir delrum av V ® V ska
vi visa att det dr en inre direkt summa. Varje element i V pa formen x ® y kan skrivas
som

1 1
XQy =5 (XQy+y®x)+ - (XQy -y®X)
2 2

dir den forsta termen ligger i Sym?(V') och den andra i Alt>(V). Eftersom alla element i
V ®V kan skrivas som summor av element pa formen x®y far vi att alla elementi V Q@ V
kan skriva som en summa av ett element fran Sym?(V) och ett element fran Alt>(V).
Det dterstar att visa att snittet r noll eller att dimSym?(V)dimAlt>(V) = dimV @ V.
Vi kan se att {e; ® e +e; x e;};>; utgor en bas for baser for Sym?(V) och {ei®e;—
e; X €;};~; utgor en bas for Alt>(V). Dirmed har vi att summan av dimensionerna ir
nn+1)/24+nn—1)/2=n

Losningsforslag till uppgift 7. Eftersom V ® C r ett reellt vektorrum &r det en abelsk
grupp med avseende pa addition. Vi behover kontrollera att multiplikationen med skalér
fungerar som den ska. Genom att anvinda den andra faktorn far vi for varje basvektor
e; for V att

(a+ib)-(6j®1) :ej®(a+ib) =ae;®@1+be;®i
och
(a+ib)-(ej®i) :ej®i(a+ib):aej®i—bej®l.
Nar vi multiplicerar med ytterligare ett komplext tal ¢ + id far vi
(c+id)-((a+ib)-(ej®1)) = (c+id)-(ae;@1+be; i)
=acej®@1+ade;Ri+bce;®i—bde;®1 = (ac—bd)e; @1+ (ad+bc)®i
som svarar mot multiplikation med (c +id)(a +ib) = (ac — bd) + (ad + bc)i.
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Vi behover ocksa kontrollera de distributiva lagarna. Vi far
((a+ib)+ (c+id)) - x®1=((a+ib)+ (c+id)) -x®1
=(a+)x@1+ (b+d)x®i
=X 14+bRi+cxR1+d®i
= (a+ib) - x®1+(c+id)-x®1
och
((a+ib)+ (c+id)) - x®i= ((a+ib)+ (c+id)) - Xx®i
=—(b+d)x®1+(a+c)x®i
=-Dbx®1+aRQi—dx®@1+c®i
= (a+ib) - x®i+ (c+id) - X®i.
Vidare géller att
(a+bi)-(x+y)@1=a(x+y)@1+b(x+y)Ri
=axQ1+xQi+ay®@1+by®i
=(a+bi)-x®1+(a+bi)-y®1
och
(a+bi)- (x+y)®i=a(x+y)®i—bx+y)®1
=axQIi—bx@1+ay®i—by®1
= (a+bi)-xQi+ (a+bi) y®i.

Losningsforslag till uppgift 8.
(a) Vi har att
3

3 3 3
L(e;@ej) =L(e)®L"(e}) = ZAk,-ek ® ZAjgeZ = Z ZAk,-AJ-gek Qe
k=1 (=1 k=1/=1
Om vi ordnar basen {e; ® e],e; ®e],e3®e],e|Qe;,e;Xes, e3Res, ey e;,er®
e;,e3 ®ej} betyder det att vi fir en blockmatris med nio 3 x 3-block dir varje
block dr en mulitipel av matrisen A, dvs

A1A AylA AzlA
B= [ApA AnA A3xA
ApBA AxpA AzxA
dvs
4 4 2 2 2 1 —4 —4 -2
2 -2 -2 1 -1 -1 =2 2 2
-4 -2 -4 -2 -1 -2 4 2 4
4 4 2 -2 -2 -1 =2 =2 -1
B=|(2 -2 -2 -1 1 1 -1 1 1
-4 -2 -4 2 1 2 2 1 2
2 2 1 -2 -2 -1 -4 —4 2
!l -1 -1 -1 1 1 -2 2 2
-2 -1 -2 2 1 2 4 2 4]
(b) Vi kan utvidga koefficienterna till C dir vi kan diagonalisera matrisen eller
atminstone fa den pa overtrianguldr form. Nér vi sedan ser pa matrisen for
L® L* far vi en block-undertrianguldr matris varfor determinanten ar produk-
ten av determinanterna for matriserna pa diagonalen. Darmed blir determinan-
ten (det(A))® = 7°. (Det karakteristitka polynomet r p4(t) = t3 41> — 5t — 7
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och eftersom det inte finns ndgra gemensamma delare mellan p, (r) och p/, (t) =
3t? +2¢ — 5 kan vi sluta oss till att egenvirdena ir distinkta i C och A #r diago-
naliserbar 6ver C. Pa sa vis far vi en diagonalmatris dven for L& L*.)

Losningsforslag till uppgift 9. Dimensionen av V dr 2 och vi kan vilja en bas som
bestar av e; —e; och e; —e3. Ddrmed spanns V ® V upp av de fyra tensorerna

(ej—e)®(ej—e) = e e —eRey—er®e;+eRey,
(ej—e)®(ex—e3) = e ®ey—e;Re3—eyRer+erRe;s,
(e—e3)®(ej—e) = e Re;—eyRe;—e3Re;+e3R e,
(62—63)®(92—e3) = e@Rer—erRe;—e3Re)+e3Res.

Vi har att e; ® e bara forekommer i den forsta basvektorn, e; ® e3 bara i den andra,
e3 ® e bara i den tredje och e3 ® e3 bara i den fjidrde. For att uttrycka e; ® e3 + e, ®
e] —2e3 ® ey med hjilp av basvektorerna behover alla koefficienter vara noll utom den
andra eftersom ingen av de tre tensorerna e; ® ey, ez ® e eller e3 ® e3 forekommer i den
givna tensorn. Eftersom tensorn inte dr en multipel av den andra basvektorn ligger den
inteiVV.

Nir vi ser pa den andra tensorn behover koefficienterna for basvektorerna vara 1, 0,
0 och —1 och vi har att

e Qe —e Qe —erRe +er ez +esRer—es®e; = (e —ex) D (e; —ex) —(e2—e3) X (er—e3)

som alltsa liggeri V®@V.

Losningsforslag till uppgift 10.
(a) Vi kan definiera
VW ={f: V' xW* — k|f dr bilinjdr}
dédr V* och W* dr de duala rummen till V respektive W.

(b) Forbaser {e;,e,,...,e,} forV och {f,f>,... f,} for W kan vi definiera e; ®f; €
V®W genom

(e;2f) (0, v) =0(e)w(f;), V(o y)eV xW"

Varje element i V @ W kan nu skrivas pa ett unikt sitt som

m n
f = Z Z aijei®fj

i=1j=1
med a;; = f(ef,f}) dir {e],e3,....e,} och {f],f;,....f;} dr de duala baserna.
Alltsa har V @ W en bas som bestar av mn = (dimV)(dimW) element.

(c) Vikan definiera®: V xW — VW genom ®(x,y)(¢, ¥) = ¢(x)y(y). Detta

ger for varje (x,y) en bilinjir form pa V* x W* och om vi fixerar y &r den linjér
i x eftersom ¢ é&r linjir och om vi fixerar x dr den linjir i y eftersom y ir linjér.
Ett annat sitt att definiera samma bilinjira avbildning dr genom

m n m n
CD(X?y) = (Zaieia Z bjfj) = Z Z a,-bje,@fj.
=1 j=

i=1j=1

(d) Den universella egenskapen innebéar att om W: V x W — U finns en bilinjar
avbildning, sa finns en entydig linjdr avbildning L: VW — U sa att ¥ =
Lo®. Vi kan bevisa det genom att definiera

L(e;®f;) =¥(e,f;), 1<i<m,1<j<n.
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Denna ér vildefiniered eftersom {e; ® f s 1€m @ f,} utgor en bas for V@ W. Den
uppfyller att ¥ = L o ® eftersom

#(Eaefon)-£ 1 S aptieon)
i=1 = =

= ) ( i ]e,®f) <q,<;a,~e,-,jzlbjfj>>

Att L &r entydig ser vi genom att anvinda ¥ = Lo W pé e; @ f;, vilket ger att
L(e; ®fj) = lP(e,',fj).

”M§ ||M=
”MS

Losningsforslag till uppgift 11.

(a) Vi viljer forst en annan bas dédr matrisen for L blir diagonalmatris. Egenvirdena
for L ar 5 och —1. Matrisen for / ® L — L ® I blir da diagonalmatrisen

50 0 0 50 0 O 0 0 0O
6 -10 0} {065 0 0O0|_|0-600
0 0 5 O 00 -1 0| (0 0 60

0 0 0 —1 00 0 -1 0O 0 0O
om vi ordnar basen for V@V som {e; ® e|,e; R e;,e; ®ej,e; X e, }. Rangen ér
tva.
(b) Om L ar nilpotent dr L™ = 0, for nagot heltal m. Vi har att
n
(I®L—LeI)"=Y (-)'rer*
k=0

och detta &r noll om n > 2n eftersom varje term da &r noll.
Om L ér nilpotent kan vi se pa (I + L) som &r inverterbar, men vi far

IQU+L)—(I+L)@I=IRI+IQL—101—L®I=IQL—L®I

som &r nilpotent.

Losningsforslag till uppgift 12. Vi har att en bas for \?V ges av {e; Ae i }i<icj<n oCh
att en bas for Alt>(V) ges av {e; ® e —e;®e;}<icj<pn. Det dr dirfor klart att vi kan
definiera en isomorfi genom

ei\ej—re e —ejRe, 1<i<j<n.

For att se att denna isomorfi dr naturlig i den mening att den inte beror pa valet av bas
for V ser vi vad som hinder for tva vektorer x = ) x;e; ochy =} y;e;. Vi far

xAy = (Y xe) A yes) = ), (wyj—xpieine;
1<i<j<n

och

xy—yox= () xe) (Y yie) — (Yyie) © () xje))

=Y (xiyj—xjpyi)(eive;—e;Qe;).
1<i<j<n

Alltsa skickar var isomorfi x Ay till x® y —y ® x for alla vektorer x och y i V och
ddrmed beror isomorfin inte pa val av bas.

Losningsforslag till uppgift 13.
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(a) Vi tinker oss en n X n-matris A = (g;;) som en uppsittning av n kolonnvektorer
X|,X2, ..., X, som alla ir uttryckta i standardbasen {ej,e,,...,e,}. Vi far da att

n
XIAXp A AXy = Z(aillaizzmainn)eil Nejp N---Nej,
i=1
= det(A)e1 NexyAN---Aey

Om vi anvinder multiplikationen fran Sats med ¢ = 1 har vi
(X1, X2 AX3 A+ AXp) = X AXp A~ AX, = det(A)eg Aex A+ Aey, — det(A)

Nar vi utvecklar det andra argumentet far vi

n
X2 AX3 A AXy = Z(aizzai33---a,~nne,~2/\ei3 N---Nej,

i=1
=) det(Al, ;i )en AesA-c-Ae,
in<iz<--<iy
=det(A12, n-1)e1 N2 A A€y
+ det(A1727___7n_27,,)e1 VAN L WARRRWAN I, WAY -
+---+det(Az23,. n)ea Ne3 N Aey

ddar A;, ;.. ;, dr delmatrisen av A som ges av de n — 1 sista kolonnerna och ra-
derna iy, ...,i,. Tecknen i Laplaceutvecklingen av determinanten kommer nér vi
sdtter samman detta med det forsta argumentet och

Ek/\eiz/\ei3/\"'/\ein:{0 annars

(b) For ¢ > 0 kan vi anvidnda samma princip och vi far att det forsta argumentet

utvecklas till
XIAX A AXp= Y, det(A] ;e Aep AN,
i1<---<ij

ddr A;17~~~7i€ ir delmatrisen av A som ges av de ¢ forsta kolonnerna och rader-
na iy,i,...,ip. Nar vi multiplicerar ihop uttrycken far vi bara bidrag fran de
par av basvektorer (e;, Ae;, A---Ae;,, e, Aej , A---Ae;,) dir {iy,ia,... 0} U
{igs1,0022,---,ig} = {1,2,...,n} och vi far ett tecken som beror pa hur manga
index vi behover byta plats pa for att sortera listan iy, i, ..., ij,.

(c) For en 4 x 4-matris

air a2 aiz a4
arp a4z azz a4

A=
as]p aszy dasz3z dz4
ajl a4 aA43 A44
far vi
aj; a azz a ay; a arz a
det(A) = det 11 12| o0 433 G34] _ g |G11 a12| 4. |G23 24
ay; an a43  aaq4 azp asp as3  aq4
ajy a a3 a a1 a ajiz a
Ldet M D12 gy [923 G24| | gop |F21 G22) g |13 14
asr a4 aszsz  as4 azy asp a43  aq4

ar a a;z a as; a aj;z a
Cdet |91 922 g |43 @14 o |91 A32] 4o |13 did
as) aq asz asg asg) a4 arz  axy
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Losningsforslag till uppgift 14. Vi borjar med att se hur vi identifierar A?V med V*
och sedan med V. Enligt Sats har vi V x A>V — A’V = R och om vi ser pa hur
det fungerar pa baselementen har vi

(e;,exNe3)— 1, (ey,e;Aes)— —1, och (e3,ejNep)—1
medan alla andra par avbildas pa noll. Det gor att vi far en identifikation
ex;\Ne3<—e], e e3«— —e;, och ejAey<«— e;.

Vi anviinder sedan den inre produkten pd V = R? till att identifiera ¢; med e, for i =
1,2,3.
Om vi nu har vektorerna x = xje; + x,e, +x3e3 och y = y;e; + y,e, + yze3 far vi

(x,y) —»x Ay = (x1e] +xpe2 +x3€3) A (y€] +y2€2 + y3es)
= (x1y2 —x2y1)e1 Aex+ (x1y3 —x3y1)e1 Aes+ (xay3 —x3y2)ex Aes
= (x1y2 —x2y1)e3 — (X1y3 — x3y1)€2 + (X2y3 — X3)2)€3 = X Xy

Losningsforslag till uppgift 15.
(ar1er +aziex) A(aze) +axner) =ajie; Aaxe; +arier Aajse;
= (anaxn —azapz)e; Ney
och
(ar1e1 +axiex +azies) A (aper +axer +azes) A(azer +axe; +asses)
=ajie; Naxex/\aszes +aje; Aazzes \azxzer +-aziex Aajpze /\azzes
+asiex Nazez Nazie; +aziez Aajre) Aarzer +aziez ANaxper Aajzeg

= (alla22033 —a11a320a23 — a21412a33 +a21a32a31 +a31a12a23 — a31a22“13)el NeyAes

Losningsforslag till uppgift 16. Vi kan vélja en ny bas for V dirf; =e; +e,+---+e,
och da ser vi att

L( Z aijfi/\fj>: Z aijfi/\fj/\flz Z a,'jfl/\fl'/\fj

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n

Vektorerna f; Af; Af; for 2 < i < j < n dr linjédrt oberoende och bildar en bas for
bildrummet. Alltsa &dr rangen lika med antalet sadana basvektorer. Vi far rangen till

(n—2)(n—1)/2=("3").
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MATERIAL OM KROPPSUTVIDGNINGAR OCH ANDLIGA KROPPAR

1. KROPPAR

Kroppar dr algebraiska objekt som generaliserar de rationella, reella och komplexa
talen. Vi har mest anviint oss av dessa kroppar tidigare i kursen, men mycket av det
vi gjort har bara forutsatt att vi har en kropp och ibland att 1 + 1 # 0 i den kroppen.
Vi ska nu se att det finns andra typer av kroppar och speciellt ska vi se att det finns
kroppar som bara har ett dndligt antal element, dvs dndliga kroppar. Forst ser vi pa den
abstrakta definitionen.

Definition 1.1. En kropp dr en mingd k& med tva bindra operationer + och - och tva
olika speciella element 0 och 1 som uppfyller

(@) (a+b)+c=a+(b+c), Vab,cck (associativitet)
(b) a+b=b+a, Va,beck (kommutativitet)
(c) a+0=0+a=a, Vack (identitet)
(d) Forallaa € kfinnsbeckmeda+b=0 (invers)
() (a-b)-c=a-(b-c), Va,b,cek (associativitet)
f)a-b=b-a, Vabek (kommutativitet)
(g) l-a=a, Vack (identitet)
(h) Forallaa#0ikfinnshb€kmeda-b=1 (invers)
() (a+b)-c=(a-c)+(b-c), Va,b,cc€k (distributivitet)

Vi skriver —a for elementet b i (d) och skriver a=! = % for elementet b i (h).

Notera 1.2. (a)—(d) innebdr att (k,+) &r en abelsk grupp med 0 som identitetselement.
(e)—(h) innebir att k* = k\ {0} &r en abelsk grupp under multiplikation med 1 som
identitetselement.

Definition 1.3. En delkropp k av en kropp K &r en delmingd k C K sa att 0,1 € k,
at+bekabek, —ack c e k for alla a,b,c € k och ¢ # 0.

Vi sdger att k ar sluten under addition, subtraktion, multiplikation och division.
Sats 1.4. Om k C K dr kroppar och k dir en delkropp av K sa dr K ett vektorrum over k.

Bevis. Om vi bara multiplicerar med element fran k #r kraven att K ir ett vektorrum
over k en delméngd av kraven att K &r en kropp. U

Datum: 9 december 2024.
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Exempel 1.5. De reella talen dr en delmédngd av de komplexa talen och C &r ett vek-
torrum av dimension 2 6ver R. De rationella talen QQ dr ocksa en delkropp av de reella
talen R och R &r ett odndligdimensionellt vektorrum 6ver Q.

Definition 1.6. En isomorfi av kroppar dr en bijektion ¢: ki — kp som respekterar
addition, multiplikation och enheter, dvs: @(a+b) = @(a) + ¢(b), @(ab) = ¢(a)@(b)
och @(0) =0och ¢(1) = 1.

Det foljer av 6vriga vilkor att @ ocksa respekterar additiva och multiplikativa inverser,
dvs ¢(—a) = —¢(a) och ¢(a™") = g(a)~".

2. ANDLIGA KROPPAR

Definition 2.1. For heltal n > 1 dr Z, = Z/nZ restklasserna i Z vid division med n med
addition och multiplikation som ges av

la|+ [b] =[a+Db] och la]-[b]=][a-b], Va,bcZ.
Sats 2.2. Om p dr ett primtal dr 7, en kropp.

Bevis. Heltalen Z &ar en kommutativ ring, dvs uppfyller alla villkoren fér en kropp
forutom existensen av en multiplikativ invers. Heltalen modulo p drver ocksa dessa
egenskaper. Det aterstar att visa att det finns multiplikativ inverser till nollskilda ele-
ment. Multiplikation med ett nollskilt element [a] ger en funktion m,: Z, — Z,. Om
my([b]) = mu([c]) s& dr [a][b—c] =0, dvs p delar a(b — c¢). Eftersom p inte delar a sa
delar p den andra faktorn b — ¢, dvs [b—c| =0, dvs [b] = [c]|. Alltsé dr m, injektiv.
Eftersom Z,, dr dndlig maste m, ocksa vara surjektiv och dirmed finns en invers [b] s&
att [a][b] = m([b]) = [1]. O

Notera 2.3. Beviset ovan ger bara existensen av en invers, men i praktiken kan vi an-
vinda Euklides algoritm for att berdkna inversen till [a] i Z,,. Detta gar relativt fort dven
om p &r ett stort primtal, ndgot som anvinds i flera olika kryptosystem. Det finns ocksa
snabba algoritmer for att berdkna potenser i Z,. Didremot ar det ett mycket svért pro-
blem att berikna logaritmer. Det finns alltid minst en generator, [a], till Z, sé att alla
nollskilda element [b] i Z,, &r potenser av [a] (see Sats[A.7). Att hitta m s att [a]" = [b]
kallas for diskreta logaritmproblemet och ligger till grund for algoritmer att utbyta hem-
liga nycklar i kryptosystem.

I och med Sats finns det dndliga kroppar med p element for varje primtal p. Vi
kommer att se att det finns andra @ndliga kroppar som inte ser ut sa, men de kommer
alltid att ha p" element for nagot primtal p och nagot heltal n > 0. For att se det borjar
vi med att se att det finns ett primtal p associerat till alla dndliga kroppar.

Sats 2.4. For varje kropp K ddr 1 # 0 finns en minsta delkropp som dr snittet av alla
kroppar i K. Denna delkropp dr isomorf med Q eller Z,, for ndgot primtal p.

Bevis. Snittet av delkroppar ér en ny delkropp och ddrmed maste snittet av alla delkrop-
par i K vara en kropp k C K som innehaller 1 och ddrmed 1+ 1+ ---+ 1. Om detta ger
odndligt manga element sa finns alla heltal i K och ddrmed ocksa alla rationella tal. Da
ar k = Q. Om det bara finns dndligt manga element pa formen 1+ 1+ ---+ 1 maste
vihan-1=1+14---4+1=0 for nagot n. Om p &r det minsta positiva heltal som
uppfyller detta far vi att p maste vara ett primtal eller p = 1 eftersom p = r-s ger att
(r-1)(s-1) = 0 och da maste antingen -1 = 0 eller s- 1 = 0 vilket motséger att p var
minst. Eftersom vi antagit att 1 £ 0 maste p vara ett primtal och elementen pa formen
n- 1 bildar en delkropp isomorf med Z,,. U

Definition 2.5. Den minsta delkropp av K som innehaller 1 kallas primkroppen i K.



SF1681 KROPPSUTVIDGNINGAR 3

Korollarium 2.6. En dndlig kropp har ordning p" for nagot primtal p och ndgot heltal
n>1.

Bevis. Primkroppen k C K dr isomorf med Z,, f6r nagot primtal p enligt Sats Enligt
Sats ar K ett vektorrum over k och eftersom K dr dndlig maste K =2 k" for nagot
naturligt tal n. Ddarmed dr antalet element p". U

Definition 2.7. Om primkroppen till K &r Z, siger vi att K har karakteristik p. Om
primkroppen till K dr Q sdger vi att K har karakteristik 0.

Foljande sats ér vildigt anvdandbar nér vi gor berdkningar med en kropp dér karakte-
ristiken dr p.

Sats 2.8. I en kropp med karakteristik p gdiller att (a+ b)P = aP + bP for alla a,b i K.

Bevis. 1 binomialutvecklingen &r alla koefficienter delbara med p utom den forsta och
den sista eftersom
(5) =5
i) il(p—i)

och p delar p! men delar inte vare sig i! eller (p—i)!dal <i<p—1. O

Korollarium 2.9. [ kroppen 7., gdiller
(a) (Fermats lilla sats) a? = a for alla a € Z,,.
(b) (Eulers sats) a’~' =1 for alla a € Z, \ {0}

Bevis. (a) Vi anvinder induktion. Satsen giller for a = 0. Antag att satsen giller for
a.Dadr (a+1)? =aP + 17 = a+ 1 enligt den forra satsen och induktionsantagandet.
Satsen giller alltsa dven for a + 1 och ddrmed for alla a.

(b) Om a # 0 sa dr a inverterbar sa (b) foljer fran (a). O

For en kropp med g = p” element giller mer allmint att a? = a (se Sats [A.T).

3. KROPPSUTVIDGNINGAR

Vi sag i Korollarium att varje andlig kropp har p” element. For att se att det
faktiskt finns kroppar av alla storlekar som dr p” for nagot primtal p och nagot heltal
n > 0 behover vi en konstruktion. Hiar kommer vi att géra det med hjédlp av matriser
eftersom det sittet drar nytta av vad vi har lirt oss om matriser och minimalpolynom
for matriser.

Notera 3.1. Alla dndliga kroppar gar att representera med matriser pa grund av Sats[2.4
och Sats Vi kan vilja en bas {ej,e»,...,e,} for kroppen K som vektorrum Gver
primkroppen k = Z,. For ett element a € K later vi m,: K — K vara multiplikation
med a, dvs m,(x) = ax. Detta ir en linjir avbildning. I den valda basen ger detta en
n X n-matris A,. Avbildningarna m, och matriserna A, uppfyller precis samma relatio-
ner som elementen i K eftersom m, o m;, = m,;, och alltsa A,A, = A,p. Vi har ddrmed
representerat K som en midngd S av n X n-matriser med koefficienter i primkroppen
k = Z,. Mingden S med addition och multiplikation av matriser &r alltsd en kropp iso-
morf med kroppen K.

Vi ska nu se att det verkligen gar att konstruera dndliga kroppar som ér storre dn Z,,
om vi kan hitta irreducibla polynom med koefficienter i Z,. Man kan ocksa visa att det
alltid finns irreducibla polynom (Anmérkning [A.4)) och att det upp till isomorfi finns en
unik kropp med p” element (Sats[A.5).

Definition 3.2. Ett polynom p(x) i k[x] &r irreducibelt om det inte kan skrivas som en
produkt av tva polynom av ldgre grad.
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Sats 3.3. Om A dr en matris i M, (k) och minimalpolynomet q4(x) till A dr irreduci-
belt iir K = {p(A): p(x) € k[x]} C M, (k) en kropp med addition och multiplikation av
matriser som operationer.

Bevis. En bas for K ges av {I,A,A?,... A1} dir d = degg4(x). Observera att mul-
tiplikation i K dr kommutativ eftersom matriserna p;(A) och p,(A) kommuterar med
varandra for alla polynom pj(x), p2(x) € k[x]. Detta gor K till en kommutativ ring. Det
aterstar att visa att alla element i K som inte dr noll har en multiplikativ invers. Ett sa-
dant element kan skrivas som p(A) dér 0 < deg p(x) < d. Om det existerar ett noll-skilt
element p(A) som inte dr inverterbart maste det finnas ett med p(x) av ldgsta grad. Det
dr klart att deg p(x) > 0 eftersom p(x) =b med b € k\ {0} ger matrisen p(A) = bl med
invers b~ '1. D4 kan vi anvinda polynomdivision for att skriva

qa(x) = p(x)s(x) +r(x)

ddr r(x) = 0 eller 0 < degr(x) < degp(x). Vi har att r(x) # 0 eftersom g4 (x) ar ir-
reducibelt och 0 < deg p(x) < degga(x). Eftersom degr(x) < degp(x) dr alltsa r(A)
inverterbart i K och vi fér att

0= p(A)s(A)+r(A) =  (—r(A))'s(A)p(A) =1
vilket visar att p(A) dr inverterbart. Alltsa 4r K en kropp. O

Exempel 3.4. Polynomet g(x) = x% + 1 dr irreducibelt dver de reella talen och matrisen

ol
har g(x) som minimalpolynom.
K={p(J): p(x) eR}x]} ={al+bJ: a,b e R}
ar en kropp som é&r isomorf med C.

Exempel 3.5. Polynomet g(x) = x*> +x+ 1 ir irreducibelt 6ver Z, ty om det vore redu-
cibelt sa hade g(x) haft en linjdr faktor och ddrmed en rot men ¢(0) = 1 och ¢(1) =11

Z,. Matrisen
01
=[]

K=1{pU): p(x) € Zol])} = {al +bJ: a,b € T} = { [Z aib} cabe Zz}

har ¢(x) som minimalpolynom.

ar en kropp med fyra element.

SN R S ERE

med addition och multiplikation enligt

+ | 0 1 o o+l - o 1 o o+l
0 0 1 a a+1 0O |0 O 0 0
1 1 0 a+1 o 1 0 1 a a+1
a a a+1 0 1 a |0 «o a—+1 1
o+1|o+1 o 1 0 a+1]0 a+1 1 o
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OVNINGAR PA ANDLIGA KROPPAR OCH KROPPSUTVIDGNINGAR

Uppgift 1. Berikna inversen till 41 Zy;.
Uppgift 2. Ls om mojligt ekvationen x> —4x+5 = 01 Z;; respektive i Z13.

Uppgift 3. Visa att C kan fas som 2 x 2-matriser med koefficienter i R med hjilp av en
godtycklig 2 x 2-matris J med karakteristiskt polynom som saknar reella nollstéllen.

Uppgift 4. Hitta ett irreducibelt andragradspolynom med koefficienter i Z3 och anvind
det for att konstruera en kropp med nio element som 2 X 2-matriser over Z3.

Uppgift 5 (Uppgift 8 pa tentamen 2018-01-10). Lat K vara delméingden av M>(Z7) som

ges av
K:{{Z _ab] :a,b€Z7}.

Visa att K bildar en kropp med 49 element och 16s ekvationerna x> 4 2x +2 = 0 respek-
tivex8 =1iK. (4 p)

Uppgift 6 (Uppgift 1 pa tentamen 2018-04-05). Lat k = {0, 1,a,1 + a} vara kroppen
med fyra element.

(a) Skriv upp additions- och multiplikationstabellerna for k. 2p)
(b) Bestim en matris A med koefficienter i Z, sadan att k kan representaras av ma-
triserna {0,1,A,A +1}. 2p

Uppgift 7 (Uppgift 1 pa modelltentamen 2017). Foljden {x;};>¢ definieras genom den
linjdra rekursionen x;;» = x;+1 + x;, for i > 0 och xo = x; = 1. Bestdm xp¢;7 om rik-
ningarna sker i Zj. “4p)

Uppgift 8 (Uppgift 1 pa tentamen 2018-05-02). Lat k = {0,1,—1} vara kroppen med
tre element.

(a) Bestidm alla andragradspolynom x? + ax + b med koefficienter i k som inte har

nagra nollstéllen i k. 2p)

(b) Bestdm en matris A sadan att matriserna {al +bA: a,b € k} bildar en kropp med

nio element. 2p



SF1681 KROPPSUTVIDGNINGAR 7

BILAGA A. UNICITET AV ANDLIGA KROPPAR (INGAR EJ)

Fermats lilla sats séger att a” = a i Z,. Vi har foljande generalisering till alla &ndliga
kroppar.

Sats A.1. [ en kropp K av ordning q = p" gdller att a? = a for alla element a i K.

Bevis. K* =K\ {0} dr en abelsk grupp av ordning ¢ — 1 och enligt Lagranges satﬂ har
vi att x4~1 = 1 for alla x € K*. Nir vi multiplicerar med x fr vi att x¢ = x #ven giller
for x =0, dvs for alla x € K. |

Sats A.2. Polynomet x'" —x cir en produkt av alla irreducibla moniska polynom av grad
som delar n ddr varje faktor forekommer precis en gang.

Bevis. For varje irreducibelt polynom av grad d som delar n far vi en dndlig kropp av
ordning p? enligt konstruktionen ovan. Alla element i denna kropp uppfyller a' = a,
vilket gor att minimalpolynomet vi anvinde maste vara en delare i x"" — x som i sin tur
delar x”" — x eftersom d ir en delare i n. Om g(x) dr ett irreducibelt polynom av grad m
som delar x”" — x kan vi konstruera en kropp av ordning p™ dir alla element uppfyller
bade a”" = a och a”" = a, men det betyder att xP" — x delar x”" — x och det innebir att
m delar n.

Om f(x) = x”" —x far vi f’(x) = —1 och ddrmed kan inte f(x) = x”" — x ha nigra
upprepade faktorer. O

Vi kan anvinda detta till att rikna antalet irreducibla polynom av grad d 6ver Z,. Lit
i(p,d) = #{moniska irreducibla polynom av grad d i Z x| }.

Sats A.3. Yy, d -i(p,d) = p"
Bevis. Bada sidorna beriknar graden av polynomet x”" — x enligt Sats U

Notera A.4. Vi kan nu anvinda Mobius inversionsformel [Wikl17d] for att beridkna
i(p,d) och sluta oss till att det finns irreducibla polynom av alla grader.

Sats A.S. For varje primtalspotens q = p" finns precis en dndligt kropp av ordning q
upp till isomorfi.

Bevis. Vi har sett att det finns ett irreducibelt polynom av grad n over Z, och vi kan
bilda en matris med koefficienter i Z, vars minimalpolynom ges av detta. Ddrmed har
vi en kropp av ordning g = p". I denna kropp har alla irreducibla polynom &dver Z, av
grad som delar n nollstéllen.

Om K édr en kropp av ordning g = p” uppfylller alla element i K ekvationen x4 —x =0
och vi kan speciellt hitta ett element o som &r att nollstélle till ett av de irreducibla po-
lynomen av grad n. Vi ser da att {1, a,..., Ot"_l} utgdr en bas for K som vektorrum
over k = Z, och didrmed kan vi representera K som matriserna { f(A): f(x) € Z,[x]}.
Dérmed édr K isomorf med den kropp vi konstruerat med hjilp av det irreducibla poly-
nomet. U

Definition A.6. Den kropp som har ordning ¢ = p” betecknas GF(q) (en: Galois Field)
eller IF,.

Sats A.7. Den multiplikativa gruppen i en kropp av ordning q dr cyklisk, dvs K* =
{1,a,d?,...,a97%} for ndgotai K.

TEn grundldggande sats inom gruppteori. Se [Wik17c]]
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Bevis. Alla element uppfyller x” = 1 f6r nagot m och antalet element som uppfyller

xX™ =1 dr hogst m eftersom det dr en polynomekvation av grad m. Av dessa uppfyller

hogst ¢(m) inte X" =1 for ndgon delare m’ i m, dir ¢ &r Eulers ¢@-funktion [Wik17al.
Pa grund av Lagranges sats maste m vara en delare i ¢ — 1 och vi far

g—1< Y om=q—1
m|(g—1)

och vi maste ha likhet i alla termer, dvs ¢ (m) element som uppfyller x” = 1, men inte

X" for nigon delare i m. Speciellt finns element som uppfyller x¢~! = 1, men inte x = 1
for nagon delare mi g — 1. OJ

Notera A.8. Ett element a som i satsen kallas for en generator.

Uppgift 9. Anvind Sats for att berdkna antalet moniska irreducibla i Z,[x] av grad
1, 2, 3 respektive 4.

BILAGA B. LINJARA REKURSIONSFOLIJDER I ANDLIGA KROPPAR (INGAR EJ)

Foljande sekvens &r genererad fran en linjar rekursionsekvation 6ver Z; dar x; 19 =
Xit+7 +xi, for i = 0,1,2,.... Den idr periodisk med en period pa 1023 och innehéller
alla sekvenser av 10 ettor och nollor utom {0,0,0,0,0,0,0,0,0,0} precis en gang per
period.

{1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,1,0,1,0,0,1,1,0,1,0,1,1,1,1,1,0,0,1,1,0,0,0,1, 1, 1, 1, 1,0,0, 1,
0,0,0,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0, 1, 1, 1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,0,0,0,1, 1,1,0,0,0, 1,0,0, 1, 1, 1,
0,1,1,0,0,1,0,1,0,1,1,1,0,1,1,1,1,0,1,0,1,0,0,0,1, 1,1, 1,0,1,0,0, 1,0, 1,0,1,0,0,0,0,0, 1,0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,1,0,1,0,0,0,0,1,1,1,0,1,0,0,1,0,0,0, 1,1,0,0, 1,0, 1,1,0, 1,0, 1,1,0,0, 1, 1, 1, 1,0, 1,0,
1,1,0,0,0,1,1,0,0,1,1,1,1,1,1,0,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,0,1,0,0,1, 1,1, 1,1,0, 1,0,0, 1, 1, 1, 0,
0,0,0,1,0,0,0,1,1,0,1,1,0,0,1,0,0,0,1,0,1,0,0,1,1,0,1,1,1,1,0,1,1,1,0,1,0, 1,0, 1,1, 1,0,0, 1, 1,0,0, 1, 1, 1,0,
1,1,1,0,1,1,1,0,0,1,1,1,0,1,0,1,0,0,1,1,1,0, 1,0,0,0,0,0,1, 1,1, 1,0, 1,1,0, 1,1, 1,0,0,0,0, 1,1,0,0,0, 1,0,0, 1,
0,1,0,0,1,0,1,1,0,0,1,1,0,1,0,0,0,1,0,0,0,1,0,1,1,0,1,0,0,1,0,1,1,1,0,1,0,0,1,1,0,0,0, 1,0, 1, 1,0, 0,0, 0, 0,
0,1,0,1,0,0,1,0,0,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0,0,1,1,0, 1,1, 1,0,1,1,0,0,0,0, 1, 1,1, 1,0,0, 1,0, 0, 1,
1,1,0,0,1,0,1,1,0,0,0,1,0,0,0,0,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,0,0,1,1,1,0,0,0, 1,1,0,1,0, 1,0,0, 1,0, 1,0,0, 0, 0, 1,0, 0,
0,0,1,0,0,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,0,1,1,1,0,0,1,0,0,0,0, 1,1, 1,1,1,0,1,1,0,1,0, 1,0, 1, 0, 0,
0,1,0,1,1,1,1,0,1,1,0,0,1,1,1,0,0,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0, 1,1,1,0,0, 1,0,0, 1,0, 1,0, 1,1,0,0, 1,0, 1, 1, 1, 1,0, 0, 1,
0,1,1,1,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,0,1,1,0,0,1,1,0,0,0,0,1,1,0,1,0,1,1,0, 1,1,1,0,1,0,0,0,1,0, 1,0, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
0,1,0,0,0,1,1,1,0,0,1,1,0,1,1,1,0,0, 1,0, 1,0,0,0, 1, 1,0, 1,0,0,0,0,0,0, 1,1,0,0, 1,0,0, 1,0, 0,0, 1,0,0, 0,0, 0, 1,
0,0,1,1,0,1,1,0,1,0,0,1,1,1,1,0,0,1,1,0,1,0,1,0,1,1,0,0,0,0, 1,0, 1,1, 1,0, 1, 1,0, 1,0,0,0, 1, 1,0,0,0,0, 1, 0,0,
L,1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0, 1,1, 1,0, 1, 1,0, 1,1,0,0,0, 1,0, 1,0,0,0, 1,0,0, 1, 1,0,0, 1,0, 0,
0,0,0,1,1,0,1,0,0,1,0,0,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,0,0, 1,0, 1,0, 1,0, 1, 1,0, 1,0,0,0,0, 1,0, 1,0,0,0,0,0,0,0, 1, 0, 1,
1,0,1,1,0,1,1,1,1,0,0,1,1,1,1,0,0,0,1,0,0,0, 1,1, 1,1, 1,1,0,1,1,0,0,0, 1, 1,1,0, 1,0, 1, 1,0, 1,0, 1,0,0,0,0, 1, 1,
0,0,1,1,0,1,1,0,0,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,0,1,1,1,0,1,0, 1,1, 1,1,0,0,0,0, 1,0, 1,0, 1,
0,0,1,0,0,0,0,1,0,1,1,0,0,1,0,0,1,1,0,0,0,0,0, 1,0,0,0, 1,0,0, 1,0,0,0,0,0,0, 1,0,0,0,0,0,0,0,0,0, ...}

En linjdr rekursionsfoljd kan som vi tidigare sett hanteras genom potenser av matriser.
Om

Xn = Qm-1Xp—1+ -+ aoXn—m

for alla n > m med begynnelsedata xg,xy,...,x,_1 sa betraktar vi vektorerna y(n) =
(Xn,Xn—1,- - - yXn—m+1) och rekursionen kan skrivas som y(n) = Ay(n—1) = A" "y(m
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for alla n > m.

Xn am—1 am—2 -+ air qo Xn—1
Xp—1 1 0 -0 0 Xn—2
: - 0 1 -0 0 .
Xn—m-2 : : IR Xn—m+1
Xn—m+1 0 0 -+ 1 0 Xn—m
y(n) A y(n—1)

Det karakteristiska polynomet for rekursionen dr det karakteristiska polynomet for A.
Genom radutveckling kring den forsta raden far vi att

m—2

m m—1
pa(x) =x" — a1 X" —ay_ox cee—a1Xx—do

Det betyder att I,A,A%, A3, ... uppfyller samma rekursionsekvation som xg,x1, ...
A" :am_lAn—l +-+ag n—m
for alla n > m.

Sats B.1. Ldt x, = ayy—1Xp—1 + - - - + aoXn—m vara en linjir rekursionsekvation over 7,
med begynnelsedata xo, X1, ... ,Xn, dvs aj och x; dr tal i Z,. Antag att det karakteristiska
polynomet for rekursionen dr irreducibelt. Dd dr K = Span{I,A,A?,... A"~} en kropp
enligt Sats [3.3| och foljden kan skrivas som

xi = f(A)

dir f: K — 7, dr en unik linjdr avbildning.

Bevis. Matriserna yo = I,y; = A, y, = A%, ... kan nu betraktas som tal i kroppen K och
uppfyller som vi sag ovan rekursionsekvationen

Yn = am—1Yn—1+ -+ aoYn-m
i K med begynnelsedata y; = A’ for i = 0,1,...,m — 1. Didrmed uppfyller ocksa x; =
f(vi) rekursionsekvationen for varje linjdr funktion f: K — Z,. Det aterstar att visa
att varje f6ljd x; fis pa detta sitt. Det finns p” linjdra funktioner : K — 7Z,, och det finns
lika manga begynnelsedata for foljden. Om en funktion ger f6ljden som &r konstant
noll maste f vara noll eftersom {yo,yi,...,y,—1} &r linjirt oberoende. Alltsa svarar
funktionerna f': K — Z, bijektivt mot foljderna. U

Definition B.2. Ett irreducibelt polynom av grad n i Z, kallas primitivt om den f6ljd
som ges av 1,x,x%,... har period p" — 1.

Uppgift 10. {1,0,0,0,0,1,0,0,1,0,1,... } dr borjan pa en linjdr rekursionsfsljd av ord-
ning 5 over Z,.

(a) Hur fortsitter foljden?

(b) Vilken period har foljden?
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LOSNINGSFORSLAG TILL OVNINGAR PA ANDLIGA KROPPAR OCH
KROPPSUTVIDGNINGAR

Losningsforslag till uppgift 1. Vi anvinder Euklides algoritm och far
11=2-44+3, 4=1-3+1
och bakldnges ger det
1=4—-1-3=4—-1-(11-2-4)=3-4—1-11

vilket visar att 3 dr inversen till 4 1 Z;.
Om vi hade tilltit att anvénda en negativ rest om den ligger ndrmre 0 hade det rickt
med ett stegiochmedatt 11 =3-4—1.

Losningsforslag till uppgift 2. Vi kan skriva om ekvationen som (x —2)> = —1. Vi
behover se om —1 dr en kvadrati Z, respektive i Z3. 1 Zy dr kvadraterna 0, 1,4,9,5,3
och i Zy3 ér kvadraterna 0, 1,4,9,3,12, 10. Alltsa &r —1 = 10 inte en kvadrat i Z{; men
—1 =12 = 52 #r en kvadrat i Z3. I det senare fallet fir vi losningarna x = 245 till
ekvationen x*> —4x+5=01Z3.

Losningsforslag till uppgift 3. Om J saknar reella egenvirden betyder det att egen-
vérdena ér ett komplext konjugerat par. Diarmed innehaller kroppen vi far som K =
{xI+yJ: x,y € R} de tva talen a £+ ib dér b # 0. Eftersom det &r ett vektorrum Sver R
far vi att (a +ib) — (a — ib) = 2ib tillhor kroppen och dirmed ocksa 1/(2b) - 2ib = i.
Dirmed dr K isomorf med de komplexa talen C.

Losningsforslag till uppgift 4. Polynomet x* + 1 ir irreducibelt i 6ver Z3 eftersom de
tva nollskilda elementen i Z3 bada har kvadraten 1. Vi kan dirmed konstruera en kropp
med nio element som 2 x 2-matriserna K = {al +bJ: a,b € Z3} dér

=P

a b
c={[4, ¥)-avea).

Losningsforslag till uppgift S. Enligt en sats i materialet om dndliga kroppar ricker
det att se att minimalpolynomet till matrisen

0 —1
i
ir irreducibelt. Vi har att {A, I} 4r linjirt oberoende, men A> = —/I. Dirmed #r minimal-

polynomet g4 (x) = x* + 1. Detta ir irreducibelt om det inte finns nigra linjira faktorer,
dvs inte nagra nollstillen. Vi provar alla element i Z7 och far att

qa(0) =1,qa(1) =2,9a(2) = 5,9a(3) =3, qa(4) =3, qa(5) = Sochqa(6) = 2.

Eftersom det inte fanns nagot nollstélle r g4 (x) irreducibelt och K dr en kropp med 49
element da det finns 7 x 7 mojligheter for a och b i Z.
Vi kan 16sa den forsta ekvationen genom att kvadratkomplettera och far da

Med andra ord &r

42 42=0<= (x+1)>4+1=0
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Eftersom A2 = —/ har vi att x = —] + A #r en Iosningarna till ekvationen. Dirmed kan
vi skriva de bada l16sningarna som

S e 1)

For att 16sa den andra ekvationen kan vi konstatera att a® = 1 for varje nollskilt
element a i primkroppen k = Z7. Detta méste vara alla losningar eftersom x® = 1 kan
ha hogst sex 1osningar. Vi kan ocksa faktorisera polynomet x® — 1 som

B—1=C-DEP+D)=x-DEP+x+Dx+ D> —x+1)

och kvadratkomplettera x> + x+1 = (x+4)> =1 = (x+5)(x+3) och x> —x+1 =
(x+3)>—1= (x+4)(x+2). Dirmed ges 16sningarna av I,21,31,41,5I och 6]

Losningsforslag till uppgift 6.  (a) Eftersom 4 = 2> maste vi ha att k ir ett vektor-
rum over Z, och darmed 1+ 1 = 0. Detta ger additionstabellen

+ ‘ 0 1 a a+1
0 0 1 a a+1
1 1 0 a+1 a
a a a+1 0 1
a+1|a+1 a 1 0

Eftersom a # 0 &r a inverterbar inversen kan inte vara 0 eller 1, varfor vi maste
har a> = 1 ellera(a+1) = 1. Om @ = 1 far vi (a+1)> = a> + 1 = 0, som inte
stimmer eftersom a 4 1 ocksa ska vara inverterbara. Alltsa dr a(a+ 1) =1 och
vi far a> = a+ 1 och (a + 1)? = a. Multiplikationstabellen blir dirmed

- |0 1 a a+1
0 0 0 0 0
1 0 0 a a+1

a 0 a a+1 1
a+1|/0 a+1 1 a

(b) Vi behdver en matris A som uppfyller A> = A +1 och dirmed kan vi ta nigon av

matriserna
0 1 1 1 1
11 < 1o

Eftersom bada dessa har x*> 4+ x+ 1 som minimalpolynom kommer K = {0,1,A,A+
I} att vara isomorf med k.

Losningsforslag till uppgift 7. Vi kan 16sa rekursionen med hjilp av

=)= e )

For att hantera detta forsoker vi diagonalisera matrisen. Den karakteristiska ekvationen

det([x_l _1]):0 — P—x—1=0.
—1 X

Vi kan 16sa ekvationen i1 Zj; genom att prova de elva mgjliga rotterna eller genom

att anviinda x = 1/2+1/(1/2)2+1 =6+ V6> +1 =644 = 6+2. Vi far alltsé

egenviardena 4 och 8 och vi kan sluta oss till att 16sningen kan skrivas som

x; = o4l + B8
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Begynnelsevirdena ger ekvationssystemet

{oc+ B =1
do0 + 8B = 1

som har 1osningen & =7/4=7-3 =21 =10 och § = —3/4 = —9 = 2. Dérmed ir
x; =2-8 — 4 for i > 0. Eulers sats ger att x'0 = 1 for alla x € Zj; \ {0}, sa vi far att
X017 = 7. Vi far att {x;}7_ = {1,1,2,3,5,8,2,10}. Allts& dr x,017 = 10.

Losningsforslag till uppgift 8.  (a) De nollstéllen som kan férekomma &r 0, —1 och
1 och sitter vi in dessa far viatt b #0, 1 —a+b # 0 och 1 +a+ b # 0. Vi har
tva mojligheter for b, b= —1ochb=1. For b= —1farviatt —a # 0 och a # 0,
vilket ger tva losningar. Forb=1farvi2—a#0och2+a #0,dvs a # —1 och
a # 1. Alltsa maste a = 0 om b = 1. Vi fick ddrmed tre mojliga polynom utan
nollstéllen

x2—x—1, ¥+x—1 och x>+1.

(b) Vi behover hitta en matris som uppfyller en av de tre polynomen ovan. Om vi
viljer x*> + 1 kan vi vilja
0 1
-1 0

(1 5

bildar en kropp med nio element eftersom det karaktiristiska polynomet x> + 1
ar irreducibelt.

=
I

och far da att

Losningsforslag till uppgift 9. Sats sdger att

Zd'i(p,d) :pn

d|n

dir i(p,d) dr antalet irreducibla polynom av grad d 6ver Z,. Fér n =1 far vi i(p,1) =
pl=p.Forn=2farvil-i(p,1)+2-(p,2) = p? vilket ger i(p,2) = (p*> — p)/2. For
n=23firvil-i(p,1)+3-i(p,3) = p, vilket ger i(p,3) = (p> — p)/3. For n = 4 far
vi 1-i(p,1)+2-i(p,2) +4-i(p,4) = p*, vilket ger i(p,4) = (p* —p(p—1) —p)/4 =
(p*=p*)/4.

Losningsforslag till uppgift 10. Vi behover se pa relationer mellan kolonnerna till ma-
trisen vi far genom att ta

(X0 X1 X2 X3 X4 X5 1 0 0 0 0 17
X] Xp X3 X4 X5 Xg 00 O0O0OT1TP O
X2 x3 x4 x5 x¢ x7| |00 0 1 0 O
X3 X4 X5 X6 x7 xg| [0 0 1 0 O 1
X4 X5 X X7 X8 X9 01 001O0
| X5 X6 X7 X8 X9 X10l _1 0010 1_
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vilket efter Gausselimination ger

1 0 0 0 0 17
01 00T1020
001001
0001O0O0
000O0T1O

00 0 0 0 0]

och nollrummet spinns upp av vektorn [1 0100 1] T Alltsa ges rekursionen av
Xi+5 = Xi+2 +x; och vi kan fortsitta foljden med hjdlp av detta och far

1,0,0,0,0,1,0,0,1,0,1,1,0,0,1,1,1,1,1,0,0,0,1,1,0,1,1,1,0,1,0,1,0,0,0,0, ...

Foljden upprepas nér vi kommit tillbaka till startlaget och perioden blir 31. Eftersom vi
vet att det bara finns 31 nollskilda element i en kropp med 2° = 32 element kan perioden
bli maximalt 31. Eftersom 31 ir ett primtal kan det inte bli nagon kortare period om inte
perioden ir 1 och foljden &r konstant 0.



