Losningsforslag till egen uppgift fran 6évning 5

Uppgift

Lat V beteckna mingden av alla C*®°-funktioner f : R — R som &r' 1-periodiska. Det gar att visa att V &r ett
reellt vektorrum. For f,g € V definierar vi

o)y = /O f(@)g(z) de,

vilket ger en inre produkt (-|-), pd V. Vi definierar ocksé en linjér operator D = & : V — V.
(a) Beskriv ker(D) och ker(D)*.
(b) Visa att (Dflg),, = — (f|Dg), for alla f,g € V.
(¢) Beskriv im(D) och im(D)*, och bestim dimensionen hos kvotrummet W = V/im(D).
(d) For godtyckliga element [f], [g] € W viljer vi representanter f; € [f] Nker(D) och ¢; € [g] Nker(D), och
later
{(f1llgDw = (Filgr)y -

Visa att detta &r? vildefinierat, och att (-|-)y; 4r en inre produkt pa W.

Losningsforslag

(a) Eftersom Df = f’ dr ker(D) precis de funktioner f € V vars derivata dr identiskt noll. En sadan funktion
maste vara konstant, och det giller ocksa att alla konstanta funktioner R — R faktiskt ligger i V' (man
kan enkelt verifiera att de #r oéndligt deriverbara och &r periodiska med vilken period som helst). Alltsa
ar

ker(D) = {f : R — R | f dr konstant}.

En funktion f € V ligger i ker(D)* om och endast om fol f(2)g(x)dz = 0 for alla g € ker(D)L, och enligt
forra stycket dr detta samma sak som att fol f(z)-Cdx=C"- fol f(z)dx =0 for alla C € R, vilket forstas
ir ekvivalent med att fol f(x)dz. Alltséd ar

1
ker(D)* = {f eV ’ / f(z)dx = o}
0
(b) Om f,g € V ger partiell integration att

1 1
(Dflghy = / F(@)g(@) dz = [f(2)g(x)]} — / f(2)d (@) da.

Eftersom f och g ligger i V &r f(0) = f(1) och g(0) = g(1), sa att

Alltsa ar )
(Dflg)y = - / f(2)g(x) dz = — {f|Dg)y

(c) Vi hivdar att im(D) = ker(D)*. For att bevisa det, antag forst att f € im(D); da #r (per definition)
f = Dh for nagon h € V. Om g € ker(D), ger resultatet fran deluppgift (b) att

{(flg)v = (Dhlg)y, = = (h|Dg)y = = (h|0),, =0,

och eftersom detta giller for alla g € ker(D) drar vi slutsatsen att f € ker(D)*. Detta visar att im(D) C
ker(D)+.

Antag nu att f € ker(D)L. Vi vill bevisa att f € im(D), dvs. att det finns en funktion h € V sidan
att h' = f. Eftersom f #r kontinuerlig har den en primitiv funktion; 1t oss vilja en godtycklig primitiv

IMed andra ord ska f(x + 1) = f(x) gilla for alla .
2Med andra ord, visa att sidana representanter kan viiljas, och att uttrycket i hogerledet i definitionen av ([f]|[g])};; &r entydigt
definierat.



funktion h till f. Eftersom derivatan till h &r f, vilket ddrefter (enligt antagande) kan deriveras odndligt
manga ganger, dr h en C'°°-funktion. For att visa att h ligger i V' aterstar det att visa att h dr 1-periodisk.

Antag dérfor att « € R. Enligt analysens huvudsats &r

xz+1
hzx+1) —h(z) = / f(z)dx.

Om vi later |x| beteckna det storsta heltalet som uppfyller |z| < x, ger 1-periodiciteten hos f att

z—|z|+1 1 z—[z|+1
h(z+1)—h(z) = /—L J f(z)dz = /—L Jf(ac)dx—i—/l f(z)dz

:/zlm (@) dx+/0xm f(x)dm:/olf(x) da,

vilket enligt resultatet fran deluppgift (a) dr noll. Eftersom x var godtyckligt foljer det att h &r 1-periodisk,
och diirmed att h € V. Detta avslutar beviset for att im(D) = ker(D)*.

Vi hivdar #ven att im(D)+ = ker(D). Notera att detta inte foljer direkt av att im(D) = ker(D)>*.
Ortogonal komplementering pa bada sidor av denna likhet ger im(D) = (ker(D)*)+, men i allméinhet
behover inte det ortogonala komplementet till det ortogonala komplementet till ett delrum vara lika med
delrummet i oéndligdimensionella vektorrum (som V' &r). Daremot géller det alltid att det senare &r ett
delrum av det tidigare, vilket i vart fall siiger att ker(D) C (ker(D)1)* = im(D)> .

For att visa att im(D)+ = ker(D) ricker det alltsd att visa att im(D)*+ C ker(D); antag dirfor att
f € im(D)*. Fér alla g € V giller det enligt resultatet fran deluppgift (b) att (Df|g)y, = — (f|Dg)y,
vilket &r noll eftersom Dg € im. Alltsa dr D f ortogonal mot alla element i V', och speciellt dr den ortogonal
mot sig sjélv: (Df|Df),, = 0. Da den inre produkten &r positivt definit betyder detta att Df = 0, eller
ekvivalent, f € ker(D).

Lat nu L : V — R vara den linjira avbildningen som definieras av L(f) = fol f(z) dz. Resultatet fran
deluppgift (a) ger att ker(L) = ker(D)*, vilket vi just har visat #r lika med im(D). Enligt isomorfisatsen
dr da W = im(L). Dimensionen hos im(L) &r antingen 0 eller 1, eftersom det ér ett delrum av R. Denna
dimension kan inte vara 0, eftersom det finns funktioner f € V for vilka L(f) # 0, och alltsa dr dim(W) = 1.

(d) Loésning kommer snart.



