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SF1681 Linjar algebra, fk
Tentamen
Modelltentamen

Skrivtid: 14:00-19:00
Tillatna hjalpmedel: inga
Examinator: Mats Boij

Tentamen bestar av nio uppgifter som vardera ger maximalt fyra poidng. Del I utgors av de tre
forsta uppgifterna som testar formagan att 16sa basala problem. Del II utgors av de tva foljande
uppgifterna och testar begreppsforstaelse och kunskap om satser och samband. De fyra sista
uppgifterna utgor del IIT och testar formagan att 16sa mer avancerade problem och &r avsedda
frimst for hogre betyg.

Bonuspoing av typ I adderas till erhallna poiang pa del I och bonuspoing av typ II adderas till
erhallna podng pa del I1.

Betygsgrinserna vid tentamen kommer att ges av foljande tabell ddr kolumnerna anger podnggréns
for respektive del.

Del | Poiing | Innehall |[Fx ED C B A
I 12 | Basala problem 7 8 8 8 8 8
II 8 | Begrepp och satser 4 4 4 6 6 6

I 16 | Avancerade problem | 0 0 3 6 9 12

For full podng pa en uppgift krivs att 16sningen &r vil presenterad och létt att folja. Det innebér
speciellt att inférda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva podng.

Var god vind!



SF1681 Linjir algebra, fk Tentamen 2017-13-32

DEL I — BASALA PROBLEM

1. Berikna den Jordankanoniska formen for den linjdra operatorn D: Py, — P, som ges
av D(f) = f'(x) ddr P, #r vektorrummet av polynom av grad hogst fyra med komplexa
koefficienter. 4p)

2. Lat V C L?(S1.) vara inre-produktrummet med bas som ges av funktionerna sin nz, for
n = 1,2, 3 med den inre produkten

2

(fly = flx)g(z)da.

0
Bestdm matrisen for operatorn L: V' — V' som ges av
2

L)) = [ @) cos(a —t)dt

0
med avseende pa den givna basen och avgér om operatorn ar sjalvadjungerad. 4p)

3. Lat A vara 3 x 3-matrisen med element i Z, - heltalen modulo 2 - som ges av

1 11
A=1|1 0 1
110
Bestam minimalpolynomet till A och anvind detta for att avgéra om A dr diagonaliserbar.

(4 p)




SF1681 Linjir algebra, fk Tentamen 2017-13-32

DEL IT — BEGREPP OCH SATSER

4. For singuldrvardesuppdelning av matriser anvinds begreppet unitdra matriser.

(a) Vad betyder det att en matris ar unitdr? 1p)
(b) Ge ett belysande exempel pa en unitdr 2 X 2-matris. 1p)
(c) Hur anviénds singulédrviardesuppdelning for definintion av pseudoinvers? 1p)
(d) Ge ett belysande exempel pa pseudoinversen av en 3 x 4-matris. 1p)

5. I boken finns en sats som ger sambandet mellan tva egenskaper hos ett par diagonali-
serbara operatorer pa ett dndligdimensinellt vektorrum, att de kommuterar och att de ar
samtidigt diagonaliserbara.

(a) Vad betyder de bada egenskaperna? (1p)
(b) Vilket dr sambandet? (1p)
(c) En del av sambandet ar enkelt att bevisa. Vilket? Hur bevisar man det? 2p)

Var god vind!



SF1681 Linjir algebra, fk Tentamen 2017-13-32

DEL III - AVANCERADE PROBLEM

6. Den linjira partiella differentialekvationen

0? 0?

_f — k2_f =0

0x? oy?

dér k &r en nollskild konstant kan analyseras med hjélp av linjdra operatorer och deras
egenviirden och egenvektorer pa vektorrummet C*°(R?).

(a) Skriv differentialoperatorn % — k288—;2 som en produkt av tva kommuterande opera-
torer, L,; och Ly och bestdm egenvektorerna till var och en av dessa operatorer.
(2 p)

(b) Visa att egenvektorerna med egenvirde O till L; o Ly kan skrivas som summor av
egenvektorer med egenvirde 0 for L, respektive L, och anvénd det for att skriva upp
den allménna l16sningen till differentialekvationen. 2p

7. Lat L: V' — V vara en operator pa ett reellt vektorrum som med basen {ey, e, €3} for
V' ges av matrisen
2 2 1
A=11 -1 -1
-2 -1 -2
Med hjilp av L far vi en avbildning L ® L*: V ® V* — V ® V* fran den bilinjéira
avbildningen V' x V* — V ® V* som ges av (x,¢) — L(z) ® L*(¢), for x € V och

p eV,
(a) Bestdm matrisen for L ® L* med avseende pd basen {e; @ € }. 2p)
(b) Bestim det(L ® L*). (Ledning: det(L) = 7.) 2p

8. Foljden {x;};>( definieras genom den linjdra rekursionen x; o = x;11 + x;, for i > 0 och
xo = 1 = 1. Bestdm x5p17 om ridkningarna sker i Zq;. 4p)

9. Exponentialavbildningen for reella eller komplexa matriser ges av exp(A4) = > 2, A*/il,
for Ai M, (k) ddar k = Reller k = C.

(a) Visa att exp(A) € SL,(R) om och endast om Tr(A) = 0 for Ai M, (R). 2p)
(b) Lat V C My(k) gesav V = {A € My(k): Tr(A) = 0}. Avgor om exponentialav-
bildningen exp: V' — Sly(k) &r surjektiv for £ = R respektive k = C. 2 p)
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SF1681 Linjar algebra, fk
Tentamen
10 januari 2018

Skrivtid: 14:00-19:00
Tillatna hjalpmedel: inga
Examinator: Mats Boij

Tentamen bestar av nio uppgifter som vardera ger maximalt fyra podng. Del I utgors av de tre
forsta uppgifterna som testar formagan att 16sa basala problem. Del II utgors av de tva foljande
uppgifterna och testar begreppsforstaelse och kunskap om satser och samband. De fyra sista
uppgifterna utgor del IIT och testar formagan att 16sa mer avancerade problem och &r avsedda
framst for hogre betyg.

Bonuspoing av typ I adderas till erhallna podng pa del I och bonuspozng av typ II adderas till
erhallna podng pa del I1.

Betygsgrinserna vid tentamen kommer att ges av foljande tabell ddar kolumnerna anger poing-
grins for respektive del.

Del | Poiing | Innehéll |[Fx ED C B A
I 12 | Basala problem 7 8 8 8 8 8
II 8 | Begrepp och satser 4 4 4 6 6 6
I 16 | Avancerade problem | 0 0 3 6 9 12

For full podng pa en uppgift krivs att 16sningen &r vil presenterad och létt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs 1 ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poing.

Var god vind!



SF1681 Linjar algebra, fk Tentamen 2018-01-10

DEL I — BASALA PROBLEM

1. Bestim Jordans normalform for den operator pa C? som ges av matrisen
a3 iv/2
C2iv2 -1
(4p)
2. Lat V' = C[z] vara vektorrummet som ges av alla polynom i x med komplexa koefficienter
ochlat W = {p(z) € V: p(1) = p(—1) = 0}.

(a) Bestdm en linjér avbildning L: V' — U sa att W = ker(L). 1p)
(b) Bestdm en bas for V/W. Gp

3. Bestdm pseudoinversen till matrisen

1 2 3

A= {2 4 6}
(4p)

DEL II — BEGREPP OCH SATSER
4. Lat V vara ett komplext inre produktrum och L en operator pa V.

(a) Hur definieras den adjungerade operatorn L? 1p)
(b) Hur kan man visa att den adjungerade operatorn existerar da dim V' < oco? 1p)
(c) Ge ett belysande exempel pa ett inre produktrum V" och en operator L som inte dr
sjilvadjungerad, men dir bdde L och L' #r naturliga operatorer. 2p
5. (a) Vad ir en sannolikhetsmatris? 1p)
(b) Alla sannolikhetsmatriser har 1 som ett egenvirde. Hur bevisar man det? 1p)
(c) Formulera nagon version av Perron-Frobenius sats. 1p)
(d) Ge ett exempel som visar att lim,,_,,, A" inte behdver existera dven om A 4r en irre-
ducibel sannolikhetsmatris. 1p)




SF1681 Linjar algebra, fk Tentamen 2018-01-10

DEL III — AVANCERADE PROBLEM

6. Pa Hilbertrummet ¢5(C) = {{a;};>0: a; € C,¥j > 0och >3 |a;|* < oo} definierar
vi en operator L genom L({a;};>0) = {b;};>0 ddr

p — J T om j dr jamnt,
! a1 om j dr udda.

Kontrollera att L ({a;};>0) tillhor ¢5(C) om {a;};>¢ gor det och bestim alla egenvirden,
egenvektorer och singuldrvirden till operatorn L. 4p)

7. Lat V' C C? vara delrummet som ges av ekvationen z; + x5 + x5 = 0 och betrakta
tensorprodukten V' @ V som ett delrum i C* ® C?. Avgdr om ndgon av tensorerna

e1 ez +ex®er —2e3 @ e
eller
e1®e —e1®ey —ea®ep +ea®ez +e3Rey —ez ey
liggeri V ® V, dir ey, ey, e ir standardbasvektorerna for C3. 4p)

8. Lat K vara delmédngden av Ms(Z7) som ges av

k{2 asez)

Visa att K bildar en kropp med 49 element och 16s ekvationerna 2 +2x+2 = 0 respektive
P =1iK. 4p)

9. Inom grafteori anvinds grannmatriser och deras egenvirden. En graf dr en mingd horn
och en méngd kanter som gar mellan par av horn. Grannmatrisen for en graf med horn
{1,2,...,n} dr den symmetriska n X n-matris som ges av

A= 1 om det gar en kant mellan hornen ¢ och j,
Y10 annars.

Betrakta cykelgrafen C,, med n horn dér det gar en kant mellan horn ¢ och horn ¢ + 1 for
1 =1,2,...,n— 1, men ocksa en kant mellan hérn 1 och horn n. Bestim egenvirdena for
grannmatrisen for C,,. (Ledning: Matrisen kan skrivas som B + BT dir B" = I.)

(4p)




géb Institutionen for matematik
L,
EKTHS

VETENSKAP
28 OCH KONST 2%

e

SF1681 Linjar algebra, fk
Tentamen
5 april 2018

Skrivtid: 08:00-13:00
Tillatna hjalpmedel: inga
Examinator: Mats Boij

Tentamen bestar av nio uppgifter som vardera ger maximalt fyra podng. Del I utgors av de tre
forsta uppgifterna som testar formagan att 16sa basala problem. Del II utgors av de tva foljande
uppgifterna och testar begreppsforstaelse och kunskap om satser och samband. De fyra sista
uppgifterna utgor del IIT och testar formagan att 16sa mer avancerade problem och &r avsedda
framst for hogre betyg.

Bonuspoing av typ I adderas till erhallna podng pa del I och bonuspozng av typ II adderas till
erhallna podng pa del I1.

Betygsgrinserna vid tentamen kommer att ges av foljande tabell ddar kolumnerna anger poing-
grins for respektive del.

Del | Poiing | Innehéll |[Fx ED C B A
I 12 | Basala problem 7 8 8 8 8 8
II 8 | Begrepp och satser 4 4 4 6 6 6
I 16 | Avancerade problem | 0 0 3 6 9 12

For full podng pa en uppgift krivs att 16sningen &r vil presenterad och létt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs 1 ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poing.

Var god vind!



SF1681 Linjar algebra, fk Tentamen 2018-04-05

DEL I — BASALA PROBLEM

1. Lat k = {0,1, a,1 + a} vara kroppen med fyra element.

(a) Skriv upp additions- och multiplikationstabellerna for &. 2p)
(b) Bestdm en matris A med koefficienter i Z5 sadan att k kan representaras av matriserna
{0,1,A,A+I}. 2p)

2. Lat V = P5 vara polynom i z av grad hogst 5 med komplexa koefficienter. Definiera
produkten av polynom i V' som den vanliga produkten, men dér vi bortser fran termer som
har grad 6 eller hogre i produkten. Operatorn L: V' — V definieras av multiplikation
med polynomet z° — x4 2.

(a) Bestdm en bas for kirnan ker(L). 2p)
(b) Bestidm en bas for bildrummet im(L). 2p)

3. Bestidm singuldrvirden och singulédrvektorer till matriserna

1 4 1 4
A:[i 1] och B:{_Z. 1].

(4p)
DEL II - BEGREPP OCH SATSER

4. Betrakta operatorer L pa ett andligdimensionellt vektorrum V.
(a) Definiera begreppen minimalpolynom och karaktdristiskt polynom. (1p)
(b) Ge ett par belysande exempel pa klasser av operatorer dar minimalpolynomet inte dr
lika med det karaktiristiska polyomet. 1p)
(c) Visa att alla egenvirden till en operator maste vara nollstéllen bade till minimalpoly-
nomet och till det karaktéristiska polynomet. 1p)
(d) Vad sidger Cayley-Hamiltons sats och vad kan man dra for slutsats fran den om rela-
tionen mellan minimalpolynomet och det karaktéristiska polynomet? 1p)

5. Lat V och W vara dndligdimensionella vektorrum.

(a) Definiera tensorprodukten V' ® W. 1p)
(b) Visaatt dimV @ W = (dim V) (dim W). (1 p)

(c) Visa att det det finns en naturlig bilinjir avbildning ®: V xW — VQW. 1p)
(d) Tensorprodukten V' @ W har tillsammans med den bilinjdra avbildningen fran del
(c) en universell egenskap med avseende pa bilinjdra avbildningar V' x W — U,
namligen att alla sadana faktoriserar pa ett entydigt sitt via ®. Forklara vad detta
innebér och skissera ett bevis for att detta giller. 1p)




SF1681 Linjar algebra, fk Tentamen 2018-04-05

DEL III — AVANCERADE PROBLEM

6. Lat V = C|x] vara vektorrummet som bestar av polynom i en variabel med komplexa ko-
efficienter. Definiera den inre produkten (-|-) sd att {1, z, 2%, 23, ... } bildar en ortonormal
bas for V. Lat L: V' — C vara den linjdra avbildning som ges av L(p(z)) = p(1) och
1at W = ker(L).

(a) Bestdm en ortogonal bas for 1. Gp
(b) Bestim en bas for W+, (1p)

7. For en linjdr operator L pa V' kan vi bilda en linjér operatorpa V®V genom I Q@ L — L® I,
dér [ &r identitetsoperatorn pa V.
(a) Bestdm rangen for / ® L — L ® [ om L ges av matrisen 2p)

1 2
5
(b) Visaatt I ® L — L ® I dr nilpotent om L &r nilpotent, men att det omvinda inte alltid
giller. 2p

8. En derivation pa Clx| med avseende pa ett komplext tal a 4r en linjdr avbildning
D:Clz] — C
som uppfyller
D(f(x)g(x)) = 9(a)D(f(x)) + f(a)D(g(x)),

for alla f(x) och g(z) i Clx].
(a) Visa att médngden av derivationer pa C[z] med avseende pa a bildar ett vektorrum

Der,(Clx]). (1p)

(b) Bestidm dimensionen av Der,(C|x]), exempelvis genom att anvinda hur derivationer-

na verkar pa en ldampligt vald bas for C|x]. 3p)

9. Visa att det A > 0 for alla reella antisymmetriska matriser A. 4p)
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SF1681 Linjar algebra, fk
Tentamen
9 januari 2019
Skrivtid: 14:00-19:00
Tilldtna hjidlpmedel: inga
Examinator: Mats Boij

Tentamen bestar av nio uppgifter som vardera ger maximalt fyra podng. Del I utgors av de
tre forsta uppgifterna som testar formagan att 16sa grundldggande problem. Del II utgors av de
tva foljande uppgifterna och testar begreppsforstaelse och kunskap om satser och samband. De
fyra sista uppgifterna utgor del III och testar formagan att 16sa mer avancerade problem och
ar avsedda framst for hogre betyg. Bonuspoing av typ I adderas till erhallna podng pa del I och
bonuspoing av typ Il adderas till erhallna poéng pa del II. Betygsgrianserna vid tentamen kommer
att ges av foljande tabell ddr kolumnerna anger podnggrins for respektive del.

Del | Poiing | Innehall |[Fx ED C B A
I 12 | Grundldggande problem | 7 8 8 8 8 8
II 8 | Begrepp och satser 4 4 4 6 6 6
I 16 | Avancerade problem 0 0 3 6 9 12

For full podng pa en uppgift krévs att Iosningen dr vil presenterad och litt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs 1 ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poing.

DEL I — GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat V = Clz| vara Vektorrummet av polynom med komplexa koefficienter. Definiera
L:V — V genom L(p = [* p(t)dt for alla p(x) € V. Visa att L ir linjér och
bestdm en bas for karnan ker(L) och en bas for bildrummet im(L). 4 p)

2. Lat V = C*°(R) vara de odndligt deriverbara komplexvirda funktionerna pa R med inre
produkt

(flg) = / Ft)g(t) dt, foralla f,giV,
latw ={feV: ft+1) —f()VtE]R}ochlatL W — W gesav L(f) = f'.
Bestim den adjungerade operatorn L. 4 p)

3. I en Markovkedja ges fordelningen vid tidpunkt ¢ = n + 1 av fordelningen vid tidpunkt
t = n genom den stokastiska matrisen

L3 24
A=— 1|7 4 5
1019 4 1

Avgor om lim,, ., A" existerar och bestdm i sa fall gransvirdet. “4p)




SF1681 Linjar algebra, fk Tentamen 2019-01-09

DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. (a) Definiera begreppen egenvektor och egenvdrde till en linjar operator L pa ett vektor-
rum V. (1p)

(b) Definiera begreppet minimialpolynom for en linjar operator L pa ett vektorrum V' och
visa att alla egenvirden till L maste vara nollstéllen till minimalpolynomet om L har

ett minimalpolynom. 1p)

(c) Visa att alla operatorer pa V' har ett minimalpolynom om dim V' < oo och ge ett
exempel pa en operator pa ett odandligdimensionellt vektorrum som saknar minimal-

polynom. 2p
5. (a) Vad menas med att en operator L pa ett komplext inre-produktrum &r unitéir?
(1p)
(b) Ge exempel pa en linjar operator L pa ett komplext inre-produktrum V' som uppfyller
|L(z)|| = ||z|| for alla z i V' utan att L 4r unitr. (1p)
(c) Visa att exp(¢H) dr unitdir om H &r en sjdlvadjungerad operator och exp(iH) &r
vildefinierad. 2p)
DEL IIT — AVANCERADE PROBLEM
6. En f6ljd av 2 x 2-matriser { X },>( definieras rekursivt av
X() = |:} (;:| s X1 = [i i:| s och Xn+1 = 3Xn — 2Xn_1, n Z 1.
Bestdam en explicit formel for X,,. 4p)
7. Lat V = C™ med bas {ey, €9, . . ., €, }. Bestdm rangen av den linjéra avbildningen
2 3
L: A\Vv— AV
somgesav L(z) =z A(e;+ey+---+e,) forz e /\QV. 4 p)

8. For heltal n > 1 lat P, vara vektorrummet av polynom av grad hogst n med komplexa
koefficienter. Definiera L: P, — P, genom

L(p(x)) =p(z+1) = 2p(z) + p(x — 1), for alla p(x) € P,.

Visa att L &r nilpotent och bestdm Jordans normalform for L. 4p)

9. Visa att en operator L p3 ett vektorrum V' som uppfyller L? = [ #r diagonaliserbar, oavsett
om dim V' dr dndlig eller inte, under forutsittning att 1 + 1 = 0 i den kropp som utgor
skaldrerna for V. (Ledning: Betrakta operatorerna Ly = (I + L) och Ly = (I — L).)

Detta ger att en operator som &r bade unitér och sjilvadjungerad maste vara diagonali-
serbar. Varfor? 4p)
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SF1681 Linjar algebra, fk
Tentamen
17 april 2019
Skrivtid: 14:00-19:00
Tilldtna hjialpmedel: inga
Examinator: Mats Boij

Tentamen bestar av nio uppgifter som vardera ger maximalt fyra podng. Del I utgors av de
tre forsta uppgifterna som testar formagan att 16sa grundldggande problem. Del II utgors av de
tva foljande uppgifterna och testar begreppsforstaelse och kunskap om satser och samband. De
fyra sista uppgifterna utgor del III och testar formagan att 16sa mer avancerade problem och
ar avsedda framst for hogre betyg. Bonuspoing av typ I adderas till erhallna podng pa del I och
bonuspoing av typ Il adderas till erhallna poéng pa del II. Betygsgrianserna vid tentamen kommer
att ges av foljande tabell ddr kolumnerna anger podnggrins for respektive del.

Del | Poéing | Innehall |[Fx ED C B A
I 12 | Grundldggande problem | 7 8 8 8 8 8
II 8 | Begrepp och satser 4 4 4 6 6 6
I 16 | Avancerade problem 0 0 3 6 9 12

For full poing pa en uppgift krivs att Iosningen dr vil presenterad och litt att folja. Det innebir
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vél motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poing.

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat V = Clz| vara vektorrummet av polynom med komplexa koefficienter. Definiera
L:V — V genom L(p(z)) = p(x+1) +p(x — 1) for alla p(x) € V. Visa att L dr linjar
och bestidm en bas for kidrnan ker(L) och en bas for bildrummet im(L). 4p)

2. Lat

(i ol -l 1D b )

(a) Avgor vilka av matriserna i .S som dr Hermiteska och bestdm egenvirdena for nagon

av dessa. 2p)
(b) Avgor vilka av matriserna i .S som dr unitdra och bestdm egenvirdena for nagon av
dessa. 2p)

3. Bestdm det storsta singuldrvdrdet och motsvarande hdger- och vinstersinguldra vektorer
som hor till matrisen

(4p)




SF1681 Linjar algebra, fk Tentamen 2019-04-17

DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. (a) Definiera begreppet inre direkt summa av delrum. 1p)
(b) Visa att om W ér ett delrum av V' sa finns ett delrum U sa att U & W = V som en
inre direkt summa i fallet da dim V' < oo. 1p)

(c) Visaattom V = U @ W som inre direkt summa av delrum sa ar V/U = W.
(2p)
5. (a) Ge definitionen av en inre produkt pa ett komplext vektorrum. 1p)

(b) Vad ir det som gor att C°([0, 1], C), rummet av kontinuerliga komplexvirda funktio-
ner pa enhetsintervallet, med den inre produkten som ges av (f|g) = fol f)g(t)dt

inte dr ett Hilbertrum? 1p)
(c) Bevisa att en inre produkt pa ett komplext vektorrum &r unikt bestamd av normen.
2 p)

DEL III — AVANCERADE PROBLEM
6. Lat L: C?> — C? vara den linjdra avbildning som ges av matrisen
2 -1
4= L . ] |
med avseende pa standardbasen. Visa att cos(¢ L) #r en vildefinierad operator pa C? for alla
komplexa tal ¢ och bestim matrisen for denna operator med avseende pa standardbasen.

4p)

7. Lat V' = Clx] och definiera L: V' — V genom

L(p(x)) = p(x) + p(&x) +p(&%x), Vp(z) €V,
dir &€ = €%7/3, Visa att L har tvd egenvirden \; och Ay sd att V = E\, @ E),. 4 p)
8. Bestam A%°19 da
3 1

=

har koefficienter i Z. 4p)

9. Bestdm alla unitéra stokastiska matriser (sannolikhetsmatriser) och avgor om de bildar en
grupp under matrismultiplikation. 4p)
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SF1681 Linjar algebra, fk
Tentamen
9 januari 2020
Skrivtid: 14:00-19:00
Tilldtna hjidlpmedel: inga
Examinator: David Rydh

Tentamen bestar av nio uppgifter som vardera ger maximalt fyra podng. Del I utgors av de
tre forsta uppgifterna som testar formagan att 16sa grundldggande problem. Del II utgors av de
tva foljande uppgifterna och testar begreppsforstaelse och kunskap om satser och samband. De
fyra sista uppgifterna utgor del III och testar formagan att 16sa mer avancerade problem och
ar avsedda framst for hogre betyg. Bonuspoing av typ I adderas till erhallna podng pa del I och
bonuspoing av typ Il adderas till erhallna poéng pa del II. Betygsgrianserna vid tentamen kommer
att ges av foljande tabell ddr kolumnerna anger podnggrins for respektive del.

Del | Poiing | Innehdll |[Fx ED C B A
I 12 | Grundldggande problem | 7 8 8 8 8 8
II 8 | Begrepp och satser 4 4 4 6 6 6

I 16 | Avancerade problem 0 0 3 6 9 12

For full podng pa en uppgift krévs att Iosningen dr vil presenterad och litt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poing.

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat V = Py vara vektorrummet av polynom av grad hogst 10 med komplexa koefficienter
(kallas Cyg[z] i kursboken). Definiera L: V' — V genom L(p(x)) = zp/(x) + p(1).
Bestim alla egenvirden och egenrum till L. Ar L diagonaliserbar? 4p)

2. LatV = C°([0, 1]) vara de odndligt deriverbara komplexvirda funktionerna pa [0, 1] med
inre produkt

(flg) = /f Ydt,  foralla f,giV.

Lit L: V — V gesav L(f(t)) = f(t)e®. Ar L sjilvadjungerad? Ar L unitiir? 4 p)

0 1 2
3. LatV =C’ochlat A= |-1 0 3].
-2 3 0
(a) Visa att det finns en unik linjir avbildning L: A”V — Csadanatt L(zAy) = 27Ay
forallax,y € V. 2p)

(b) Bestim en bas for kédrnan till L. 2p)
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. (a) Lat V vara ett vektorrum och W ett delrum. Lat v;, v, € V vara tva vektorer. Nir dr
q(v1) = q(ve) dér ¢: V. — V/W ir kvotavbildningen? (1 p)

(b) Lat L: V' — U vara en linjar avbildning mellan vektorrum. Formulera isomorfi-
satsen for L (den sdger nagot om L och kvotrum). 1p)

(c) Lat V vara ett dndligtdimensionellt inre-produktrum och W ett delrum. Definiera en
avbildning ® mellan W+ och V/W och visa att ® dr en isomorfi. 2p)

5. Lat V vara ett dndligtdimensionellt komplext inre-produktrum och L en operator pa V.
(a) Vad menas med den adjungerade operatorn L till L? Vad innebir det att L ir sjcilv-
adjungerad? 1p)
(b) Visa att om L ir sjdlvadjungerad sa har V' en ortogonal bas bestaende av egenvektorer
till L. Tips: anviind induktion pd dim V. 2p
(c) Ge ett exempel pa ett inre-produktrum V' som ovan med en operator L som har en
ortogonal bas av egenvektorer men som inte &r sjdlvadjungerad. 1p)

DEL III - AVANCERADE PROBLEM

6. Lat A vara 4 x 4-matrisen med element i Z, (dvs heltalen modulo 2) som ges av:

1110

1 001

A= 0001

0011
Lat S vara delrummet av 4 x 4-matriser som ges av S = { p(A) : p(z) dr ett polynom
med koefficienter i Zg}. Bestdam antalet element i S. Utgor .S en kropp? 4p)
7. Lat xg, x1, 2, ... vara en foljd av heltal som uppfyller att xy = —5 och x; = 2 samt att
Ty = _an—l — Tp—9 for n > 2. Bestam T2020- (4 p)

8. Lat P, vara vektorrummet av polynom av grad hogst 1 med reella koefficienter. Vi ger P,
och P, ® P; de inre produkterna som bestims av:

(p1]p2) = p1(0)p2(0) + P (0)p5(0), for alla p1, po € P,
(P1 @ q1]p2 ® q2) = (p1|p2)(q1]q2), for alla p1, q1,p2, q2 € P1.

Lat L: P, ® P, — P, vara den linjdra avbildning som uppfyller L(p ® q) = pq’ + p(0)q.
(a) Bestdm ortonormala baser till P; och P;® P; och bestam matrisen for L. med avseende

pa dessa baser. (1p)
(b) Bestidm singulirviérdena till L samt hoger- och vinstersinguldrvektorer till det storsta
singuldrvirdet. Gp

9. Lat V' vara ett komplext vektorrum av dimension n och L en operator pa V. Visa att L
ar diagonaliserbar om och endast om minimalpolynomet ¢ (t) dr en produkt av distinkta
linjdra faktorer, dvs om och endast om

r

au(t) =[]t =)

i=1

for ndgot heltal r och \; # \; for alla ¢ # 7. 4p)

2



gm Institutionen for matematik
L,
EKTHS

VETENSKAP
28 OCH KONST 2%

e

SF1681 Linjar algebra, fk
Tentamen (distans)
16 april 2020
Skrivtid: 08:00-09:40 (1+4+7), 10:00-11:40 (2+5+8), 12:00-13:40 (3+6+9)
Tilldtna hjidlpmedel: inga
Examinator: David Rydh

Tentamen bestar av nio uppgifter som vardera ger 2-5 podng. Del I (12 p) utgors av de tre
forsta uppgifterna och testar formagan att 16sa grundlaggande problem. Del 11 (8 p) utgors av de
tre foljande uppgifterna och testar begreppsforstaelse och kunskap om satser och samband. Del
III (16 p) utgors av de tre sista uppgifterna och testar formagan att 16sa mer avancerade problem
och dr avsedda framst for hogre betyg. Bonuspoing av typ I adderas till erhallna poing pa del
I och bonuspoing av typ II adderas till erhallna podng pa del II. Betygsgrinserna vid tentamen
kommer att ges av foljande tabell dédr kolumnerna anger podnggrins for respektive del.

Del | Poiing | Innehall |[Fx ED C B A
I 12 | Grundldggande problem | 7 8 8 8 8 8
II 8 | Begrepp och satser 4 4 4 6 6 6
I 16 | Avancerade problem 0 0 3 6 9 12

For full poing pa en uppgift krivs att 10sningen #r vil presenterad och létt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs 1 ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva podng.

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat V vara vektorrummet av komplexa 2 x 2-matriser. Lat L: V' — V vara operatorn
som definieras av foljande matrismultiplikation:
1 2
- [ 2a

Bestdm Jordans normalform for L. 4 p)

2. Lat V' = CJt] vara vektorrummet av polynom med komplexa koefficienter med inre pro-
dukt

(flg) :/ f(t)g(t)e " dt, foralla f,giV.
0
Lat L: V — V vara operatorn som ges av L(f) = ¢f’. Bestim den adjungerade opera-

torn L. (Nér tentamen skrevs var uppgiften for “operatorn” L(f) = f’ pa delrummet W av polynom med
f(0) = 0. Men detta &r inte en operator pa W eftersom f’(0) inte behdver vara 0. Operatorn pd V' som ges

av L(f) = f’ saknar adjunkt.) 4p)
1 1
3. Betrakta den komplexa matrisen A = | —¢
11

(a) Bestdm singulédrvirdena till A. 2p)

(b) Bestdm hoger- och vinstersinguldrvektorer till det storsta singulérvirdet. 2p)
1
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DEL II —- BEGREPP OCH SATSER

4. (a) Ge ett exempel pa en 3 x 3-sannolikhetsmatris (ej identitetsmatrisen). 1p)
(b) Visa att en sannolikhetsmatris alltid har en egenvektor med egenvirde 1. 1p)

(c) Antag att A ir en sannolikhetsmatris sidan att alla element i matrisen A3 ir positiva.
Vad kan vi da sdga om egenviarden med absolutbelopp 1 och deras algebraiska multi-
pliciteter? 1p)

5. Lat V vara ett dndligtdimensionellt vektorrum och L: V' — V en operator.
(a) Vad innebir det att V' ér en inre direkt summa av tva delrum V; och 15? 1p)
(b) Visaatt V' idr en inre direkt summa av ker L och im L om L &r diagonaliserbar. (1 p)
(c) Ge exempel pa V' och L sa att V inte &r en inre direkt summa av ker L och im L.

(Tips: valj till exempel L sa att im L C ker L.) (1p)

6. Lat V vara ett andligtdimensionellt komplext inre-produktrum. En skevhermitesk operator
L:V — V iren operator sidan att LT = —L.

(a) Visa att alla egenvérden till en skevhermitesk operator dr rent imaginéra. 1p)

(b) Kursboken visar att Hermiteska, dvs sjdlvadjungerade, operatorer dr diagonaliserbara.

Anvind detta for att visa att skevhermiteska operatorer dr diagonaliserbara. 1p)

DEL III - AVANCERADE PROBLEM

7. Betrakta Hilbertrummet ¢5(C) av o#ndliga foljder a = (ag,aq,...) av komplexa tal
sddana att 3 °7 |a;|* < oo med den inre produkten (alb) = 3" @;b;. Lat L vara
operatorn pa ¢5(C) som tar foljden (ag, ay, . .. ) pa foljden (by, by, ... ) ddr

1
b = §(aj_1 +aj11) (med konventionen att a_; = 0).

(a) Ar L unitir? (1p)
(b) Ar L sjilvadjungerad? 1p)
(c) Visaatt L(a) verkligen tillhor ¢2(C) om a gor det. (1p)
(d) Bestam kérnan till L. 2p)

8. Betrakta foljande stokastiska process i diskret tid. Tillstanden ges av Zz = {0, 1,2}, dvs
heltalen modulo 3, och om tillstandet vid tiden ¢ dr n € Zs sa ér tillstandet vid tiden ¢ + 1
e n? € 73 med sannolikheten 1 — 2,
e n?2 — 1 € Z5 med sannolikheten o, och
e n?2 + 1 € Z3 med sannolikheten a,
dir o € 0, %] ar en konstant. Modellera detta som en Markovkedja. Avgor for vilka o
som processen konvergerar mot en sannolikhetsfordelning som inte beror pa tillstandet
vid tiden ¢ = 0. Bestdm den stationéra sannolikhetsférdelningen for dessa a. Sp)

9. Lat V och W vara vektorrum av dimension m och n 6ver en kropp K. Lat
P={vow:veVweW}CVaW

vara de dekomposerbara (dven kallade rena) tensorerna.
(a) For vilkam och n dr P =V ® W? Ar svaret samma for alla kroppar K? Gp
(b) Om K = Z,, ir heltalen modulo p for ett primtal p, hur ménga element har P? (3 p)




gm Institutionen for matematik
L,
EKTHS

VETENSKAP

g?@ OCH KONST E% SF1681 Linjéir algebra, fk
s Tentamen
11 januari 2021

Skrivtid: 14:00-19:00
Tillatna hjalpmedel: inga
Examinator: David Rydh

Tentamen bestar av nio uppgifter som vardera ger maximalt fyra podng. Del I utgors av de
tre forsta uppgifterna som testar formagan att 16sa grundldggande problem. Del II utgors av de
tva foljande uppgifterna och testar begreppsforstaelse och kunskap om satser och samband. De
fyra sista uppgifterna utgor del III och testar formagan att 16sa mer avancerade problem och dr
avsedda framst for hogre betyg. Bonuspoidng av typ I adderas till erhallna podng pa del I och
bonuspoing av typ II adderas till erhallna poing pa del II. Det gar dock inte att fa mer dn 12
respektive 8 poing pa dessa delar. Betygsgrianserna vid tentamen kommer preliminirt att ges av
foljande tabell dir kolumnerna anger poidnggrins for respektive del/hela skrivningen.

Del | Poing | Innehall Fx E D C B A
I 12 | Grundldggande problem | - - - - - -
II 8 | Begrepp och satser 4 4 4 6 6 6
I 16 | Avancerade problem - - - - - -
hela 36 11 12 18 22 26 30

Till exempel krivs for betyg C minst 22 poidng totalt varav 6 poing pa del II.

For full podng pa en uppgift krivs att 16sningen &r vil presenterad och létt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva podng.

DEL I - GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat C1(]0, 1], R) vara vektorrummet av kontinuerligt deriverbara funktioner f: [0,1] —
R.Lat V = Span{sinz, cosz, e” e *} och lat L: V' — V vara operatorn som ges av

L)) = 2 (F(@) + F'(2)) — FO)e".

2
(a) Bpst'aim en bas for bilden im L. 2p)
(b) Ar V en inre direkt summa av kidrnan ker L och bilden im L? 2p)

2. Lat C[z] vara vektorrummet av polynom med komplexa koefficienter med inre produkt

wmmmzﬁmmwm, for alla p(z), ¢(z) i Cla].

Bestim den ortogonala projektionen av 22 + z + 1 pa delrummet V' = Span{1,z}. (4 p)

3. Lat C vara de komplexa talen betraktat som ett reellt vektorrum.

(a) Vad dr dimensionen av tensorprodukten C @ C? 1p)
(b) Visa att det finns en unik linjdr avbildning L: C® C — C sadan att L(z @ w) = zw
for alla z,w € C. 1p)

(c) Bestdm en bas for kidrnan till L. 2p)
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. Ge exempel pa komplexa 2 x 2-matriser A, B, C' och D sadana att

(a) A ar Hermitesk men inte unitér. 1p)
(b) B dr unitdr men inte Hermitesk. 1p)
(c) C idr diagonaliserbar men varken unitir eller Hermitesk. 1p)
(d) D ir inte diagonaliserbar. 1p)

5. Lat V vara ett komplext vektorrum med bas B = {by,...b,}.
(a) Definiera det duala vektorrummet V* och den duala basen by, ... b; till B. (1 p)
(b) Visaatt b],..., b} dren bas. 2p)
(c) Lat L vara en operator pa V' som i basen B ges av matrisen A = (A;;). Definiera den
duala avbildningen L*: V* — V* och beskriv dess matris i den duala basen. (1 p)

DEL III - AVANCERADE PROBLEM

6. For alla virden pa parametern a € R, bestdm Jordans normalform till matrisen

2 2a—3 a
A=10 a 0
0 3—a 2
(Du behover inte bestimma nagon Jordanbas.) 4p)

7. Lat vi och vy vara tva vektorer i R™ och lat ¢; och {5 vara motsvarande linjer genom origo
i R™. Lat 0 vara vinkeln mellan v; och v,. Notera att 0 < 0 < .

(a) Om n = 2 och 5; betecknar speglingen i linjen ¢;, for vilka vinklar § kommuterar Sy

och S5? Beskriv ocksa operatorn S;.55 for varje sadan vinkel 6. 2p)

(b) Om n = 3 och R; betecknar rotation kring linjen ¢; med vinkeln 7 /3 (vinkeln mits

med hjilp av riktningsvektorn v; och hogerhandsregeln), for vilka vinklar # kommu-

terar R; och Ry? Beskriv operatorn R R, for varje sadan vinkel 6. 2p)

8. Lat V vara ett dndligtdimensionellt reellt inre produktrum. Lat Hom(V, V') vara rammet
av operatorer pd V med den inre produkten (L{|L,) = tr(LiL,). Lat S ¢ Hom(V,V)
vara delrummet av symmetriska, dvs sjilvadjungerade, operatorer. Bestim S+ och ge en
enkel formel for den ortogonala projektionen pa S. 4p)

9. Lat V vara ett komplext vektorrum av dimension n och lat d, k > 1 vara heltal. Vad ar det
minsta respektive storsta mojliga virdet pa dim ker(L*) for en operator L pd V' sidan att
dimker(L) = d? 4 p)
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Tentamen
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Skrivtid: 8:00-13:00
Tilldtna hjidlpmedel: inga
Examinator: David Rydh

Tentamen bestar av nio uppgifter som vardera ger maximalt fyra podng. Del I utgors av de
tre forsta uppgifterna som testar formagan att 16sa grundldggande problem. Del II utgors av de
tva foljande uppgifterna och testar begreppsforstaelse och kunskap om satser och samband. De
fyra sista uppgifterna utgor del III och testar formagan att 16sa mer avancerade problem och dr
avsedda framst for hogre betyg. Bonuspodng av typ I adderas till erhallna podng pa del I och
bonuspoing av typ II adderas till erhallna poéng pa del II. Det gar dock inte att fa mer dn 12
respektive 8 podng pa dessa delar. Betygsgrinserna vid tentamen kommer preliminért att ges av
foljande tabell dir kolumnerna anger poidnggréns for respektive del/hela skrivningen.

Del | Poing | Innehall Fx E D C B A
I 12 | Grundldggande problem | - - - - - -
II 8 | Begrepp och satser 4 4 4 6 6 6
I 16 | Avancerade problem - - - - - -
hela 36 11 12 18 22 26 30

Till exempel krivs for betyg C minst 22 poidng totalt varav 6 pozng pa del II.

For full poing pa en uppgift krivs att 16sningen #r vil presenterad och létt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs 1 ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poing.

Var god vind!
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DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat A vara foljande reella matris.

1 -1 1 0
-1 0 -1 0
A= 0 1 0 0
1 1 1 1
Bestim det karakteristiska polynomet p 4 (¢) och minimalpolynomet ¢4(¢). 4 p)

2. Lat C°(]0, 27|, C) vara vektorrummet av kontinuerliga komplexvirda funktioner pé inter-
vallet [0, 271] med inre produkt (f(x)|g(z)) = f027r f(x)g(x) dz. Lat V vara delrummet av
trigonometriska polynom, dvs V' = Span{e?** : k € Z}. Avgor om foljande operatorer
pa V ir sjdlvadjungerade och/eller unitéra.

@ Li(f)(z) = f'(z) 2p)
(b) Lo(f)(x) = (e +e7™) f(x) 2p)
3. Vi har en stokastisk process p(¢) som ges av p(t + 1) = Ap(t) dér
1 0 01
A==-12 0 0
3113 2
med startfordelningen p(0) = [0.2 0.3 0.5] T Avgor om griansvirdet lim,_,., p(t) exi-
sterar och berikna i sa fall det. 4 p)

DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. Lat V vara ett dndligtdimensionellt komplext vektorrum och L en linjér operator pa V.
(a) Definiera begreppen generaliserad egenvektor (kallas power vector i kursboken) och
generaliserat egenrum for L. (1p)
(b) Beskriv de operatorer vars generaliserade och vanliga egenrum sammanfaller. (1 p)
(c) Bestdm alla mojliga Jordans normalformer om L &r nilpotent och dim V' = 3. (1 p)
(d) Ge ett exempel pa tva operatorer med samma karakteristiska polynom men inte sam-

ma Jordans normalform. (1p)
5. Lat V och W vara vektorrum med baser e, e,,...,e, och f;,fy, ... f,.

(a) Ange en bas for tensorprodukten V' @ W . Vad ér dess dimension? 1p)

(b) Ange en bas for den yttre potensen /\2 V. Vad ar dess dimension? 1p)

(c) Definiera en naturlig linjér avbildning L: W @ V* — Hom(V, W) utan att hinvisa

till baserna (didr VV* betecknar det duala vektorrummet). 1p)

(d) Visa att L &r en isomorfi. Tips: Hdir kan du anvinda baser. 1p)
Var god vind!
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DEL III — AVANCERADE PROBLEM

6. Betrakta Hilbertrummet ¢5(C) av o#ndliga foljder a = (ag,a,...) av komplexa tal
sddana att 77 |a;|* < oo med den inre produkten (alb) = > % @;b;. Lat V vara
delrummet av foljder a = (ag, ay, ... ) sddana att as,1 = agy, for alla heltal k£ > 0.

(a) Bestim det ortogonala komplementet V' +. 2p)
(b) Ar ¢5(C) en inre direkt summa av V och V1? 2p)

7. Lat A vara foljande 2 x 2-matris med element i kroppen F5 = Z/3Z = {0,1, —1}:

1 -1

S
(a) Visaatt {p(A) : p(x) € Fs[z]} utgor en kropp K och bestém antalet element i denna
kropp. 2p)
(b) Betrakta nu A som en 2 X 2-matris 6ver kroppen K. Bestdam dess egenvirden i K och
motsvarande egenvektorer i K2, 2p)
8. Lat A vara en komplex n x n-matris med egenviarden Aq, \o, ..., A, och singuldrvirden

01209 2+ 2 Op.

(a) Visaatt|)\1)\2~~~)\n\ = 0109+ 0Op. (2p)
(b) Visa att | ;| < o for alla i. 2p)
9. Lat V och W vara vektorrum med baserna {e;,es,...,e,} och {f},fs,... f,}. For en
delmingd S = {s1,82,...,8m} C {1,2,...,n} av storlek m med s; < s5 < -+ < S,

later vi Ps: V' — W och Jg: W — V vara de linjdra avbildningarna som ges av

f; omj =s;

Js(E) =eu.  Psle;) = {0 o

Lat LS = JS o Ps.
(a) Visaatt > 4(A™ Lg) dr identitetsoperatorn pa \™ V. 2p)
(b) Visaattdet(AoB) =) sdet(AoJg)det(PsoB)omA: V — WochB: W =V
ar linjdra avbildningar. 2p
Summorna &r over alla delméngder S C {1,2,...,n} av storlek m. Finns inga sadana
delmingder s& dr summan 0.
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Skrivtid: 14:00-19:00
Tillatna hjalpmedel: inga
Examinator: David Rydh

Tentamen bestar av nio uppgifter som vardera ger maximalt fyra podng. Del I utgors av de
tre forsta uppgifterna som testar formagan att 16sa grundldggande problem. Del II utgors av de
tva foljande uppgifterna och testar begreppsforstaelse och kunskap om satser och samband. De
fyra sista uppgifterna utgor del III och testar formagan att 16sa mer avancerade problem och dr
avsedda framst for hogre betyg. Bonuspoidng av typ I adderas till erhallna podng pa del I och
bonuspoing av typ II adderas till erhallna poing pa del II. Det gar dock inte att fa mer dn 12
respektive 8 poing pa dessa delar. Betygsgrianserna vid tentamen kommer preliminirt att ges av
foljande tabell dir kolumnerna anger poidnggrins for respektive del/hela skrivningen.

Del | Poing | Innehall Fx E D C B A
I 12 | Grundldggande problem | - - - - - -
II 8 | Begrepp och satser 4 4 4 6 6 6
I 16 | Avancerade problem - - - - - -
hela 36 11 12 18 22 26 30

Till exempel krivs for betyg C minst 22 poidng totalt varav 6 poing pa del II.

For full podng pa en uppgift krivs att 16sningen &r vil presenterad och létt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva podng.

DEL I - GRUNDLAGGANDE PROBLEM
1. Lat ¢*(C) vara Hilbertrummet av foljder a = (ag,a1,...) med |a]* = Y o0 |a;* < o0

och den inre produkten (a|b) = > °°@;b;. Lat ¢ € C vara ett komplext tal med |c| < 1
och 14t L.: ¢*(C) — ¢?(C) vara operatorn som tar foljden a = (ag, ay, ... ) pa foljden

L.(a) = (ag, cay, as, as, ... ).
(a) Bestdm den adjungerade operatorn LZ. 2p)
(b) For vilka c € C ar L, sjdlvadjungerad och/eller unitir? 2p)
2. Lat A = [Z _41} . Bestdm Jordans normalform till A och berikna A20%2. 4 p)

3. Lat K = {a+ W2 :abe Q} C R. Detta dr en kropp.
1 —
3 5
(b) Bestidm en 2x2-matris B € M(Q) och en isomorfi av kroppar : K — Span{/, B},
dvs en isomorfi av Q-vektorrum som tar multiplikation i K till multiplikation av ma-
triser. 2p)

(a) Avgor om matrisen A = } ar diagonaliserbar over kroppen K. 2p
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. Lat V vara ett vektorrum och L: V' — V en operator.
(a) Definiera vad som menas med minimalpolynomet ¢y (¢) for L. 1p)
(b) Visa att minimalpolynomet existerar om dim V' = n < oo och har grad < n?%. (1 p)
(c) Ge ett exempel pa en operator L pa ett dndligtdimensionellt vektorrum V' sidan att
minimalpolynomet ¢, (t) inte dr lika med det karakteristiska polynomet py (t). (1 p)
(d) Ge ett exempel pa en operator L sadan att gy, (¢) inte existerar. 1p)

5. (a) Vad innebir det att en n X n-matris A dr unitir? 1p)
(b) Vad innebir en singuldrvirdesuppdelning (en: singular value decomposition) av en
linjir avbildning L: V' — W mellan dndligtdimensionella inre produktrum V" och

W7 Definiera dven begreppen singuldrvdrde och singuldrvektor. 1p)
(c) Visaatt en n x n-matris A dr unitdr om och endast om A har n stycken singulidrvirden
som alla dr 1. 2p

DEL III - AVANCERADE PROBLEM

6. En f6ljd av polynom py(t), p1(t), ... definieras rekursivt av
polt) =4t =1, pi(t) =42 +1, och puys(t) = 2pa(t) + 3pa_s(t) frm > 1.
Bestidm en explicit formel for p,, (t). 4p)

7. Lat V vara ett komplext vektorrum och definiera en avbildning f: V xV — V@V
genom f(X,y) = X®Yy —y ® X. Visa att det finns en unik operator L pa V' ® V sadan att
Lx®y)= f(x,y). Visaatt V® V = im L @ ker L ir en inre direkt summa. 4 p)

8. Lat A € M,(C) vara en n x n-matris och lat L: C[x] — M, (C) vara den linjira
avbildningen som definieras av L(p(z)) = p(A) + p'(A).
(a) Bestdm de mojliga dimensionerna for bildrummet till L néar A varierar men n dr fixt.

2p)
(b) Bestidm ett delrum V' C C[z] sadant att C[z] = V @ ker(L) ndr A = [_12 ﬂ . 2p

9. Lat V vara ett dndligtdimensionellt komplext inre produktrum. Lat Vi, V5, ..., V,, vara
en-dimensionella delrum, for nagot m > 1, och lat L;: V' — V vara operatorn som
projicerar ortogonalt pa V; fori = 1,2,... m.Lat L = Ly + Lo + - - - + Ly,.

(a) Visa att L dr diagonaliserbar med hogst m noll-skilda egenvérden. 2p)
(b) Visa att egenvirdena dr reella och icke-negativa och att det storsta egenvirdet ligger 1
intervallet [1, m]. 2p)
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Skrivtid: 8:00-13:00
Tillatna hjalpmedel: inga
Examinator: David Rydh

Tentamen bestar av nio uppgifter som vardera ger maximalt fyra podng. Del I utgors av de
tre forsta uppgifterna som testar formagan att 16sa grundlaggande problem. Del II utgors av de
tva foljande uppgifterna och testar begreppsforstaelse och kunskap om satser och samband. De
fyra sista uppgifterna utgor del III och testar formagan att 16sa mer avancerade problem och dr
avsedda framst for hogre betyg. Bonuspoidng av typ I adderas till erhallna podng pa del I och
bonuspoing av typ II adderas till erhallna poing pa del II. Det gar dock inte att fa mer dn 12
respektive 8 poing pa dessa delar. Betygsgrianserna vid tentamen kommer preliminirt att ges av
foljande tabell dir kolumnerna anger poidnggrins for respektive del/hela skrivningen.

Del | Poing | Innehall Fx E D C B A
I 12 | Grundldggande problem | - - - - - -
II 8 | Begrepp och satser 4 4 4 6 6 6
I 16 | Avancerade problem - - - - - -
hela 36 11 12 18 22 26 30

Till exempel krivs for betyg C minst 22 poidng totalt varav 6 poing pa del II.

For full podng pa en uppgift krivs att 16sningen &r vil presenterad och létt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva podng.

DEL I - GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat V' = C[z] vara vektorrummet av polynom med komplexa koefficienter. Lat L: V' —
V vara operatorn som ges av L(p(z)) = (z — 1)(p(z) + p(—z)).
(a) Bestdm en bas for kidrnan ker L och en bas for bilden im L. 2p)
(b) Ar V en inre direkt summa av ker L och im L? 2p)

2. Lat V' = C|x]<4 vara vektorrummet av polynom av grad < 4 med komplexa koefficienter.

Ge V den inre produkten (p(z)|q(z)) = p(0)q(0) + p'(0)¢'(0) + -+ + p®(0)g™®(0).
Bestim alla a, b € C sadana att operatorn L: V' — V, som ges av L(p(x)) = p(azx + b),
4r sjilvadjungerad. 4p)

011
(a) Bestdam singuldrvirdena till A. 2p)
(b) Bestdm hoger- och vinstersinguldrvektorer till det storsta singuldrvirdet. 2p)

3. Betrakta den komplexa matrisen A = L O} .
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. Lat V vara ett dndligtdimensionellt komplext inre produktrum och lat W C V vara ett

delrum.
(a) Definiera det ortogonala komplementet W=. 1p)
(b) Givet en ortonormal bas by, ..., b, for W, ge en formel f6r den ortogonala projek-
tionen pa W. (1p)
(c) Visaatt V = W @ W ir en inre direkt summa. 1p)
(d) Ge ett exempel pa ett vektorrum V/, ett delrum W och tva inre produkter pa V' som
ger olika ortogonala komplement 11/ +. 1p)

5. Lat V vara ett andligtdimensionellt vektorrum och 1at S och T vara operatorer pa V.
(a) Vad innebir det att S och T' kommuterar och vad innebér det att de &ar samtidigt
diagonaliserbara? (1p)
(b) Vilket/vilka samband géller mellan egenskaperna i (a)? (1p)
(c) Visa att om V dr ett komplext inre produktrum och S och 7' dr kommuterande och
sjdlvadjungerade sa finns en ortonormal bas till V bestaende av egenvektorer till bade
SochT. 2p

DEL IIT — AVANCERADE PROBLEM

6. Lat n vara ett positivt heltal. Lat V' = C|[z|<,, vara vektorrummet av komplexa polynom av
grad < n. Bestdm Jordans normalform till operatorn L: V' — V' som ges av L(p(x)) =

p(x+1) = p(x). 4p)

7. Betrakta "Fibonaccis” talfoljd x1 = 1, zo = 1 och 49 = x,, 11 + 2, fOrallan > 1 men
ddr talen xy, zo, . .. tillhor den dndliga kroppen Z/57. Vad &r x9p2? 4p)

8. Lat A och B vara komplexa 2 x 2-matriser. Antag att A har egenvérdena 0 och 1 och B
har egenvirdena —3 och 3. Bestdm alla mojliga egenvérden till A + B om:

(a) AB = BA, (1p)
(b) A och B ir godtyckliga, 2p)
(¢) A och B ir Hermiteska. 1p)

9. Lat L: M, — M,, vara operatorn pa vektorrummet av reella n X n-matriser som
ges av L(A) = A — AT + tr(A)I. Bestim minimalpolynomet och det karakteristiska
polynomet for L for varje positivt heltal n. 4p)
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Skrivtid: 14:00-19:00
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Tentamen bestar av nio uppgifter som vardera ger maximalt fyra podng. Del I utgors av de
tre forsta uppgifterna som testar formagan att 16sa grundldggande problem. Del II utgors av de
tva foljande uppgifterna och testar begreppsforstaelse och kunskap om satser och samband. De
fyra sista uppgifterna utgor del III och testar formagan att 16sa mer avancerade problem och dr
avsedda framst for hogre betyg. Bonuspoidng av typ I adderas till erhallna podng pa del I och
bonuspoing av typ II adderas till erhallna poing pa del II. Det gar dock inte att fa mer dn 12
respektive 8 poing pa dessa delar. Betygsgrianserna vid tentamen kommer preliminirt att ges av
foljande tabell dir kolumnerna anger poidnggrins for respektive del/hela skrivningen.

Del | Poing | Innehall Fx E D C B A
I 12 | Grundldggande problem | - - - - - -
II 8 | Begrepp och satser 4 4 4 6 6 6
I 16 | Avancerade problem - - - - - -
hela 36 11 12 18 22 26 30

Till exempel krivs for betyg C minst 22 poidng totalt varav 6 poing pa del II.

For full podng pa en uppgift krivs att 16sningen &r vil presenterad och létt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva podng.

DEL I - GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat V' = Cl[z]<4 vara vektorrummet av polynom av grad < 4.Lat L: V' — V vara opera-

torn [ — (%)2’ dvs den som ges av L(p) (q;) = p(g}) — p”(x). Bestdm Jordans normalform

for L. 4 p)

2. Lat V vara vektorrummet av kontinuerliga funktioner f: R — C med kompakt stod, dvs
f(z) =0 foralla |z| > R for nagot R (beroende pa f). Ge V den inre produkten (f|g) =
[ f(z)g(zx)e” dw. Lat L: V — V vara operatorn som ges av L(f)(z) = f(z + 1).

(a) Bestdm den adjungerade operatorn till L. 2p)
(b) Avgor for varje ¢ € C om cL ér sjalvadjungerad. 1p)
(c) Avgor for varje ¢ € C om cL dr unitér. 1p)

3.LatV = R3och 14t f: V x V — V vara kryssprodukten, dvs f(x,y) = x x y for
alla x,y € V. Eftersom f &r bilinjdr sa ger den upphov till en unik linjar avbildning
L: VeV —Vsiatt Lix®y) = f(x,y) forallax,y € V. Bestim en bas for ker L.

(4 p)
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. Lat V vara ett vektorrum och lat U och W vara delrum av V.

(a) Definiera vad det innebdr att V' dr en inre direkt summa av U och W. 1p)
(b) Definiera kvotrummet V /W (du behdver inte bevisa att det ér ett vektorrum). (1 p)
(c) Visaattom V = U @ W sé finns en isomorfi mellan U och V /. 2p)
5. Lat V vara ett komplext inre produktrum och lat L.: V' — V vara en operator.

(a) Definiera vad det innebdr att L &r unitdr. 1p)
(b) Ge ett exempel pa ett inre produktrum V' och en linjér operator L sa att || L(x)|| = ||x||

utan att L dr unitér. (1p)
(c) Visa att alla egenvérden till en unitir operator har absolutbelopp 1. 1p)

(d) Visa att egenrummen till olika egenvirden till en unitér operator dr ortogonola. (1 p)

DEL III — AVANCERADE PROBLEM

6. Lat A vara 3 x 3-matrisen med element i kroppen F3 = Z /37 som ges av:

-1 1 -1
A=11 -1 -1
1 1 0

Lat S vara delrummet av 3 x 3-matriser som ges av S = {p(A) : p(z) € F3[x]}, dvs alla
polynom i A med koefficienter i Fj.
(a) Bestdm antalet elementi S. 2p)
(b) Avgor om S utgor en kropp (med addition och multiplikation av matriser). 2p)

7. Lat ¢*(C) vara Hilbertrummet av foljder a = (ag,a1,...) med |a]? = Y oo |a;|* < oo
och den inre produkten (a|b) = > ° @b;. Lat L: (*(C) — ¢*(C) vara operatorn som
tar en foljd (ag, a1, as, . ..) pa foljden (as, ap, a1, as,as,aq, as,ag,az,...).

(a) Avgor om L dr sjdlvadjungerad och/eller unitir. 2p)

(b) Avgor om det finns en ortonormal Hilbert-bas av egenvektorer till L. 2p)

8. L4t X och Y vara n x m-matriser si att alla trippelprodukter av dem ir noll, dvs X? =
XY =XYX=YX?=Y2X=YXY =XY?2=Y3=0.

(a) Berikna eXe¥ och eX*Y. (1p)

(b) Visa att det finns en matris Z si att eXe¥ = eZ och ge en explicit formel for Z i

termer av X och Y. 3p)

9. Lét V vara ett vektorrum av dimension n, 14t 0 < m < nochlatw € A™ V didrw # 0. Vi
har en linjir avbildning L: V — A™"'V dir L(y) = w A 'y. Visa att dim(ker L) = m
om och endast om w = x; A X3 A - - - A X,,, fOr nagra vektorer X1, Xs,...,X,, € V. (4p)




gm Institutionen for matematik
L,
EKTHS

VETENSKAP

g?@ OCH KONST E% SF1681 Linjéir algebra, fk
Ss® Tentamen
11 april 2023

Skrivtid: 8:00-13:00
Tillatna hjalpmedel: inga
Examinator: David Rydh

Tentamen bestar av nio uppgifter som vardera ger maximalt fyra podng. Del I utgors av de
tre forsta uppgifterna som testar formagan att 16sa grundlaggande problem. Del II utgors av de
tva foljande uppgifterna och testar begreppsforstaelse och kunskap om satser och samband. De
fyra sista uppgifterna utgor del III och testar formagan att 16sa mer avancerade problem och dr
avsedda framst for hogre betyg. Bonuspoidng av typ I adderas till erhallna podng pa del I och
bonuspoing av typ II adderas till erhallna poing pa del II. Det gar dock inte att fa mer dn 12
respektive 8 poing pa dessa delar. Betygsgrianserna vid tentamen kommer preliminirt att ges av
foljande tabell dir kolumnerna anger poidnggrins for respektive del/hela skrivningen.

Del | Poing | Innehall Fx E D C B A
I 12 | Grundldggande problem | - - - - - -
II 8 | Begrepp och satser 4 4 4 6 6 6
I 16 | Avancerade problem - - - - - -
hela 36 11 12 18 22 26 30

Till exempel krivs for betyg C minst 22 poidng totalt varav 6 poing pa del II.

For full podng pa en uppgift krivs att 16sningen &r vil presenterad och létt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva podng.

DEL I - GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat A vara foljande matris med element i kroppen Fy = 7 /27 = {0, 1}:
0111
A=

o OO
— ==
O = O

1
1
1

Bestidm det karakteristiska polynomet p4 (), minimalpolynomet ¢4 (z) och Jordans nor-
malform till A. (4 p)

—~

1 |—
2. Lat z € C vara ett komplext tal och betrakta matrisen A = — .1 <
V2t 1+2iz

alla vérden pa z for vilka A dr Hermitesk och/eller unitér. Berikna dven egenvérdena for
A for alla sidana 2. (4p

} . Bestim

3. Ge vektorrummet Clx]|<; av komplexa polynom av grad < d den inre produkten sa att
1,x, 2% ... % dr en ortonormal bas. Lit L: C[z]<y — C[z]<; vara den linjdra avbild-
ningen som ges av L(p) = p'(z) + ip(0). Bestdm en singuldrvirdesuppdelning for L, dvs

ange singulidrvirden och motsvarande ortonormala baser for C[z]<s och C[z]<;. (4 p)



SF1681 Linjar algebra, fk Tentamen 2023-04-11

DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. (a) Definiera begreppen stokastisk vektor och stokastisk matris. 1p)
(b) Visa att varje stokastisk matris har egenvirdet 1. 1p)

(c) Definiera begreppet reguljir matris och formulera nagon version av Perron—Frobenius
sats. 1p)

(d) Ge exempel pa en reguljir Hermitesk stokastisk matris A av storlek 3 x 3 och bestim
det stationira tillstandet i motsvarande Markov-process. 1p)

5. (a) Definiera begreppet minimalpolynom qy,(t) for en operator L: V. — V. 1 p)

(b) Lat A vara en n X n-matris med element i en kropp k och 1at S vara delrummet av
n X n-matriser som ges av .S = {p(A) : p(t) € k[t]}, dvs alla polynom i A med
koefficienter i k. Visa att dimensionen av S dr lika med graden av minimalpolynomet

qa(t). (2 p)
(c) Lat k£ = R och ge exempel pa en matris A sadan att S (under addition och multipli-
kation av matriser) blir en kropp som &r isomorf med C. 1p)

DEL III — AVANCERADE PROBLEM

6. Betrakta de tva Markovprocesserna som ges av matriserna

1 0 0 2
01 3
1 1{0 3 00
SRR
30 0 2
(a) Bestimma alla stationéra tillstand till de tva Markovprocesserna. 2p)
(b) Avgor om de tva Markovprocesserna konvergerar oavsett starttillstand. 2p)

7. Lat A vara en reell 2 x 2-matris med reella egenvirden a; < b;. Betrakta rekursionsekva-
tionen
Xn = 2Xn_1 + 3Xn_2 n 2 2, XO = [, Xl =A
dar X, dr reella 2 x 2-matriser.
(a) Visa att egenvirdena a,, och b, for X,, endast beror pa a; och b; ochinte pa A. (2 p)
(b) Ge en explicit formel for egenvirdena a,, och b,, da a; = 0 och b; = 3. 2p)

8. Lat A vara en komplex m x n-matris dir alla kolonner har norm 1.
(a) Visaatt 1 <1k A < min{m,n} och att alla véirden i detta intervall &r mojliga. (1 p)
(b) Visa att alla singuldrvirden till A ligger i intervallet [0, /7). 2p
(c) For alla m,n, ge exempel dir A har ett singuldrvirde /n. 1p)

9. Lat M,, ,, vara vektorrummet av komplexa n X n-matriser. Lat L: /\2 M, — M, vara
den linjdra avbildningen som uppfyller L(AAB) = AB— BAfor A, B € M, ,,.Lat M,
ha den inre produkten som ges av (A|B) = tr(A'B). Bestim en ortonormal bas for det
ortogonala komplementet im(L)* av bilden im(L). 4p)
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Bonuspoidng av typ I adderas till erhallna podng pa del I upp till maximalt 12 podng och
bonuspoing av typ II adderas till erhallna poing pa del II upp till maximalt 8 podng. Betygs-
grianserna vid tentamen kommer att ges av foljande tabell.

Del ‘Poéng ‘ Innehall \Fx E D C B A
11 8 | Begreppochsatser| 4 4 4 6 6 6

Total 36 11 12 18 22 26 30

For full poéng pé en uppgift krivs att 16sningen dr vél presenterad och litt att folja.

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat V = Clz] vara vektorrummet av polynom i en variabel med komplexa koefficienter.
Lat for heltal n > 0 operatorn L,,: V' — V definieras av

" pk)
Lu(p()) = p(a) — 30 W

for alla p(x) € V.

(a) Visa att L,, r linjér for allan > 0. 1p)
(b) Bestdm baser for kidrnan ker(L,,) och bildrummet im(L,,) till L. 2p
(c) Avgor om ker(L,) @ im(L,) = V som inre direkt summa. 1 p)

2. Lat V = CJz] vara inre-produktrummet som bestar av polynom med komplexa koeffici-
enter med inre produkten definierad som

1 [P ——
@late)) = 5 | Palala)da
-1
for p(z),q(z)iV.LatV,, = Span{l,z,..., 2"} for heltal n > 0.
(a) Bestdm en ortogonal bas for V5. 2p)
(b) Bestim den ortogonala projektionen av z* pa V; for alla k& > 0. 2p)

3. Lat F5 = {0, £1, +2} vara kroppen med fem element. Vilj en matris A i M5 »(F5) sadan
att K = {al+bA: a,b € 5} bildar en kropp med 25 element och bestim alla 16sningarna
till ekvationen 2% = 11 K. 4p)
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. (a) Definera vad som menas med en adjungerad linjir avbildning. 1p)
(b) Visa att ker LT = (im L)X om L: V. — W ir en linjir avbildning mellan inre
produktrum. 2p)

(c) Ge ett exempel som visar att det inte alltid géller att U ¢ U+ = V om U ir ett delrum

av ett inre produktrum V. 1p)

5. (a) Definiera vad som menas med egenvektor och generaliserad egenvektor till en linjér

operator. 1p)
(b) Ge exempel pa en linjar operator med en generaliserad egenvektor som inte &r en
egenvektor. 1p)
(c) Formulera satsen om Jordans normalform i fallet da operatorn &r nilpotent. 1p)
(d) Bestdm vilka vdrden som dr mojliga for rangen av en 5 X 5-matris /N som uppfyller
att N2 = 0. (1p)

DEL III - AVANCERADE PROBLEM

6. LatV =C3ochldt L: V — V ges av L(x1, v9, 23) = (73,71, T2).
(a) Visa att detta ger en linjdr avbildning L& L: V@V — V Q V. 1p)
(b) Bestdm egenvirden och egenrum for L & L. GBp

7. Bestdm en Hermitesk matris Ay som uppfyller
) isinf cosf
exp(idy) = {cos 0 isin 6’} ’
dar 0 idr ett reellt tal. 4 p)

8. Lat V vara ett dndligdimensionellt vektorrum 6ver en kropp k och lat W C V ® V vara
det linjira holjet till S = {x ® x: x € V'}. Visa att (V @ V))/W ir isomorft med \* V.
(4p)

9. For tva kommuterande kvadratiska matriser A och B 1at
Vap = Span{A'B? i j >0}

Bestdm det storsta och det minsta mojliga virdet for dim Vy g dd@ A och B dr kommute-
rande matriser i M5 5(C). 4 p)




m} Institutionen for matematik
o T Ry

FKTHL

VETENSKAP
28 OCH KONST %%

N
SF1681 Linjar algebra, fk
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4 april 2024
Skrivtid: 14:00-19:00
Tillatna hjalpmedel: inga
Examinator: Mats Boij

Bonuspoidng av typ I adderas till erhallna podng pa del I upp till maximalt 12 podng och
bonuspoing av typ II adderas till erhallna poing pa del II upp till maximalt 8 podng. Betygs-
grianserna vid tentamen kommer att ges av foljande tabell.

Del | Poing | Innehéll |[Fx E D C B A
II 8 | Begreppochsatser| 4 4 4 6 6 ©

Total 36 11 12 18 22 26 30

For full podng pa en uppgift krivs att 16sningen &r vil presenterad och létt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poiang.

DEL I - GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. For en inverterbar n x n-matris A kan vi definiera en avbildning
Ly: M, ,(C) — M, ,(C)
genom La(X) = AXA™"

(a) Visaatt L 4 dr linjar. 1p)
(b) Visa att 1 ar ett egenvirde for L 4 for alla inverterbara matriser A. 1p)
(c) Bestdm den geometriska multipliciteten for egenvérdet 1 for L 4 for matrisen
1 2
4= {_2 1] |
2p)

2. Anvind matriser for att bestimma 16sningen till den linjidra rekursionen
Tpyo = 2xn+1 — Oy, n =0

med begynnelsevirden ¢ = 0, 7, = 1. (4 p)

3. Lat V = R3 och W = V @ R. Den den bilinjira avbildningen ®: V' x V — W som
ges av kryssprodukt och skaldrprodukt genom ®(x,y) = (x X y,x -y) ger upphov till en
linjir avbildning L: V@ V. — W.

(a) Bestdm rangen av L. 2p)
(b) Bestdm en bas for ker L. 2p)

Var god vind!
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. (a) Formulera isomorfisatsen for linjdra avbildningar L: V' — . 1p)
(b) Anvind isomorfisatsen for att visa att V/W = k* om V = k[z] och

W = {z’p(z): p(z) € k[z]}.

(1p)

(c) Bevisa isomorfisatsen. 2p)

5. (a) Definiera begreppet inre produkt for ett komplext vektorrum. 1p)
(b) Ge exempel pa ett odndligdimensionellt inre produktrum. 1p)

(c) Bevisa Cauchy-Schwartz olikhet for reella inre produktrum. 2p)

DEL III — AVANCERADE PROBLEM

6. Lat I, vara kroppen med ¢ element dir ¢ dr en primtalspotens. Bestdm antalet matriser i
M, »(F,) som har rang 1 for positiva heltal m och n. 4p)

7. For en en n x n-matris A kan vi bilda en 2n x 2n-matris B genom

A T
pe[4 1)
Visa att minimalpolynomet ¢p(x) dr en faktor av g4 (x +1i)ga(x —1) foralla A € M, ,,(R),
ddr g4 () dr minimalpolynomet for A. 4p)

8. Matrisgruppen SU,(C) bestér av all unitira 2 x 2-matriser med determinant 1. Bestidm ett
delrum V' C M, »(C) sadant att exp(V') = SU,(C). 4 p)

9. Bertrakta matriserna

110100 111111
101010 111111
A=lor 1001 M Bl 11111
000111 111111
Visa att Moore-Penrose-inversen av A ges av
ar = g L
2 6

(4 p)
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Examinator: Mats Boij

Bonuspoidng av typ I adderas till erhallna podng pa del I upp till maximalt 12 podng och
bonuspoing av typ II adderas till erhallna poing pa del II upp till maximalt 8 podng. Betygs-
grianserna vid tentamen kommer att ges av foljande tabell.

Del | Poiing | Innehill |[Fx E D C B A
II 8 | Begreppochsatser| 4 4 4 6 6 6
Total 36 11 12 18 22 26 30

For full podng pa en uppgift krivs att 1osningen &r vl presenterad och litt att f6lja.

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat V = C<s[z] vara midngden av polyom av grad hogst fem med komplexa koefficienter
ochlat L : V — V ges av L(p(z)) = p”(z) + 2p(x). Bestdm en Jordanbas for L.

(4p)
2. L4t (-|) vara den inre produkt pA V = C? som ges av matrisen
2 1
o[ ]
ochlat L : V — V ges av matrisen
1 2
A= [O 3} |
Bestim matrisen for den adjungerade operatorn LT genom att utga frin definitionen. (Det
behovs inte ndgon ortogonal bas.) 4p)

3. Avgérom K = {al + bA : a,b € Z/5Z} ér en kropp for var och en av matriserna A i

méngden
{[_01 :ﬂ {(1) _12}7 {j ﬂ B (Q)H C My(Z/52).

(4 p)
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. (a) Visa att det for en linjdr avbildning L : V' — W giller att L dr injektiv om och

endast om ker(L) = {0}. (1 p)
(b) Ge ett exempel pa en injektiv linjédr avbildning L : V' — W som inte dr surjektiv.
(1p)
(c) Formulera och bevisa dimensionssatsen for linjdra avbildningar L : V' — W.
2p)
5. (a) Ange enbas for A"V om {ej,e,,...,e,} irenbas for V. 1 p)
(b) Ange det basbyte for \* C? som svarar mot basbytet for C* mellan baserna {e1, e, e3}
och {f;, s, f3} dir f; = 7| pyje; for j = 1,2, 3. (1p)
(c) Antag att 1 + 1 # 0 i kroppen av skalérer. Visa att en multilinjér avbildning dr alter-
nerande om och endast om den dr skevsymmetrisk. 2p)
DEL III — AVANCERADE PROBLEM
6. Bestidm alla komplexa matriser som dr samtidigt diagonaliserbara med bade
010 010
A=11 0 0 och B=10 0 1
001 1 00
(4p)

7. Lat (2(C) = {x = (x;)7%]x; € C,i > 0och > 72, |2;|* < oo} med inre produkt som ges
av (x|y) = > 2, Tiy; och 1at L : (*(C) — ¢*(C) ges av L(x); = @41, fori > 0.

(a) Bestdm alla egenvirden och egenvektorer till L. 2p)
(b) Anvind del (a) och algebrans fundamentalsats for att bestimma vilka polynom p(z)
i C[z] som uppfyller att p(L) &r injektiv. 2p)

8. Lat V och W vara komplexa inre-produktrum och 1at L : V' — W vara en linjdr avbild-
ning. Definiera en seskvilinjir form pa U = V & W som

<[§j [XQD = (x1[x2) + (L(x1)[y2) + (y1|L(x2)) + (y1]y2)

Yo

dér den forsta termen berdknas med inre produkten pa V' och de tre 6vriga med inre pro-
dukten pa /. Visa att detta definierar en inre produkt om och endast om |L(x)| < |x| for
allax #0i1 V. 4 p)

9. Avgor for vilka par av komplexa matriser A och B av rang 1 som Moore—Penroseinversen
uppfyller att (AB)T = BT A™. Observera att matriserna inte behdver vara kvadratiska,
men produkten AB behover vara definierad. 4p)
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Skrivtid: 08:00-13:00
Tillatna hjalpmedel: inga
Examinator: Mats Boij

Bonuspoidng av typ I adderas till erhallna podng pa del I upp till maximalt 12 podng och
bonuspoing av typ II adderas till erhallna poing pa del II upp till maximalt 8 podng. Betygs-
grianserna vid tentamen kommer att ges av foljande tabell.

Del ‘Poéng ‘ Innehall \Fx E D C B A
11 8 | Begreppochsatser| 4 4 4 6 6 6

Total 36 11 12 18 22 26 30

For full podng pa en uppgift krivs att 16sningen dr vil presenterad och litt att folja.

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. En Hammingkod C av ldngd 7 ges av nollrummet till matrisen

0001111
0110011
1010101
med koefficienter i kroppen Fy = Z/27.
(a) Bestdm en bas for C. 2p)
(b) Bestim ett delrum W C F} som uppfyller W @& C' = F} som inre direkt summa.
2p)
2. L&tV = C° och
B={e—ey e —e3 e3—ey e —e; €5}
diir {e;, e, €3, €4, e; } ir standardbasen for C°. Bestim den duala basen B* for V*.
(4p)

3. Bestdm singulédrvirden och en ortonormal bas av vinstersingulédra vektorer till den reella

matrisen
0001111
A=10 11 0 0 1 1
1 01 0101

(4 p)
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. (a) Definiera begreppet adjungerad operator. 1p)
(b) Ge ett exempel pa en operator som saknar adjungerad operator. 1p)

(c) Visa att alla egenvirden till en sjdlvadjungerad operator pa ett komplext inre produkt-
rum ér reella. 1p)

(d) Visa att egenvektorer som tillhor olika egenrum till en sjidlvadjungerad operator dr
ortogonala mot varandra. 1p)

5. (a) Definiera begreppet primkropp. 1p)
(b) Visa att primkroppen i en kropp maste vara isomorf med Q eller med F, = Z /pZ for
ndgot primtal p. (1p)

(c) Ge ett explicit exempel pa en kropp med precis nio element. 2p)

DEL III — AVANCERADE PROBLEM

6. Avgor vilka karaktiristiska polynom som dr mojliga for 4 x 4-matriser A med koefficienter
i C med minimalpolynom q4(z) = 23 +22% + . Ge exempel pa en matris for varje sddant
polynom. (4 p)

7. Matrisen B ir nilpotent och har tva Jordanblock av storlek 2 x 2 och tre Jordanblock
av storlek 1 x 1. Matrisen A uppfyller A> = B. Avgér vilka mojligheter det finns for
Jordanformen for A. 4p)

8. Lat V' och W vara dndligtdimensionella komplexa inre prouktrum. Visa att det finns en
inre produkt pa V' ® W som uppfyller att

() (Vi ®@ Wi|ve @ Wy) = (v1|va)(wy|wy), for vi, vo i V och wy, wo i W, 2p

och att
(b) L ® Lo &r en unitér operator pa V' ® W om L, &r en unitédr operator pa V' och L, &r
en unitér operator pa W. 2p)

9. Lat V vara ett komplext vektorrum av dimensionn ochlat X C V@V ochY C VeV eV
vara miangderna som ges av

X={u®v-veu:uveV}

och
Y ={2u@vw—-vewu—-weuv:uv,weV}.
(a) Bestim dimensionen avspan X C V ® V. 2p)
(b) Bestdm dimensionen avspanY CV QV ® V. 2p)




