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SF1681, ovning 1

ALA 2.1.11

Explain why the set of all polynomials in Rs[t] with integer coefficients is or is not a vector space.

ALA 2.1.12

Let X be an arbitrary set. Is the set of all integer-valued functions on X a vector space? What about the set of all
real-valued functions on X? Complex-valued functions on X7

ALA 2.1.15

The axioms for a vector space demand the existence of an additive identity, but do not explicitly demand uniqueness.
Prove that a vector space cannot have more than one additive identity.

ALA 2.3.10

Let V be the subspace of Ma 5 consisting of symmetric matrices (A = AT). What is the dimension of V? Find a basis
for V.

ALA 2.3.11

If L is an isomorphism from V to W, show that L~! is well defined and is an isomorphism from W to V.

ALA 2.3.12

If Vi and V5 are isomorphic, and V5 and V3 are isomorphic, show that Vi and V3 are isomorphic.

ALA 2.4.9

In Ry[t], let by(t) = t2 +t+ 1,ba(t) = t2 + 3t +2,bs(t) = t2 + 2t + 1, and v(t) = 3t — 2t + 5. Let & = {1,¢,t>} be
the standard basis. Find Peg, Pge and [v]5.

ALA 2.4.12

. 2 1 1 2 1 1 11 5 6 .
In My 2, let £ be the standard basis, and let D = {(l 1) , <1 1> , (2 1) , <1 2> } Let v= <5 4). Find Ppg,

Pep, [V]p and [v]e.

ALA 2.5.3

Show that M3 3, the space of 3 x 3 real matrices, is the direct sum of the subspace of symmetric matrices (AT = A),
and the subspace of antisymmetric matrices (AT = —A). What are the dimensions of these subspaces? What is the
dimension of M3z 37

ALA 2.54

1 2 3
Let A=|4 5 6 ].In the decomposition of exercise 2.5.3, what is P; A? P, A?
7 8 8

Tentamen 2020-04-16, uppgift 5a

Lat V vara ett dndligdimensionellt vektorrum. Vad innebér det att V' &r en inre direkt summa av tva delrum V; och
Va?



Egen uppgift
Vi minns fran analysen att C! betyder kontinuerligt deriverbar.
(a) L&t V vara mingden av alla Cl-kurvor i planet:
V = {y | v ér en funktion R — R? och v ar C'}.

Summan 1 + v2 av y1,v2 € V definieras enligt

(71 +72)(t) = 1(t) +72(b),
och skalningen ¢y av v € V med en skalér ¢ € R definieras enligt
(eN(t) =c- ().

Visa att V tillsammans med dessa operationer utgor ett vektorrum 6ver R.

(b) Fér varje p = (z,y) € R?, definiera en delméngd V,, C V enligt
Vo ={7 €V [1(0) =p}.

For vilka p &r V), ett delrum till V7

(c) Ar V #ndligdimensionellt? Ge exempel pa ett tvadimensionellt delrum W C V| tillsammans med en bas for W.

(d) Visa att V 22 V(g ) @ R? (som yttre direkt summa).
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ALA 3.2.14

Ax

Suppose A € My, , and B € M, /. Define a linear map L : R" @ R” — R™ @ R™ by L (;) — (By

) . Find the

matrix of L (relative to the standard bases) in terms of the matrices A and B.

ALA 3.3.8

Draw a figure, similar to Figure 3.4, that summarizes the proof of Theorem 3.3.

ALA 3.1.16, 3.1.17

Representing points in Euclidean R? as 3-vectors (z,y, 2)7, find 3 x 3 matrices that represent the following motions,
and compare the results with each other:

e Rotation by an angle 7/3 about the z-axis followed by rotation by an angle 7/2 about the z-axis.

e Rotation by an angle /2 about the z-axis followed by rotation by an angle /3 about the z-axis.

ALA 3.2.7, 3.2.8, 3.2.9

e On Ry[t], let (T1p)(t) = p(t — 1). Find the matrix of T;.

e More generally, for each value of a, let (T,p)(t) = p(t — a). Compute the matrix of T, acting on Rp[t]. What is
the matrix of 7}, 1?7

e Compute the matrix of T, acting on R4[t]. Where have you seen this pattern before? Can you guess what the
matrix of T, acting on R, [t] looks like?

ALA 3.3.6
On My, let B — {((1) ‘1)) , ((1) 01> , (‘1) é) , (01 (1))} Let L(A) = (A + AT)/2. Find [L]s.

ALA 3.4.1, 3.4.2, 3.4.3, 3.4.4

The following exercises are all about R[t] with the standard basis €& = {1,t,¢2,...}, which is our simplest example of
an infinite dimensional vector space.

e Let Ly f(t) = tf(t). Find the matrix of L;.
o Let Lof(t) = (f(t) — £(0))/t. Find the matrix of Lo.

e Let Ay be the matrix of Lq, and let A5 be the matrix of Ly. Compute A1 A5 and A>A;. How do these compare
to the matrices of Ly o Ly and Ly o L1?

o Let Lsyf(t) = fot f(#)dt'. Find the matrix of Ls. What is the matrix of d/dt times the matrix of L3? What is the
matrix of L3 times the matrix of d/dt? How does this jibe with the idea that integration and differentiation are
inverse operations?

ALA 3.4.7

An infinite matrix A is said to be Hilbert-Schmidt if the double sum 22:1 |4;;|* converges. Show that if A is
Hilbert-Schmidt, then the traces of AT A and AA” are well defined, and Tr(AT A) = Tr(AAT).

ALA 3.5.5, 3.5.6

e Let L be the operator on Ms 5 given by L(A) = A+ AT. Find bases for ker(L) and im(L). What is the rank of
L?

e Repeat this for 3 x 3 matrices. Can you generalize your results to n X n matrices?



ALA 3.5.10

Let C*°(R) denote the space of infinitely differentiable functions on the real line. Let L = d?/dt? + 3d/dt + 2 be an
operator on C*°(R). Find a basis for ker(L).

Tentamen 2018-04-05, uppgift 2

Lat V = P5 vara polynom i x av grad hogst 5 med komplexa koefficienter. Definiera produkten av polynom i V' som
den vanliga produkten, men dér vi bortser fran termer som har grad 6 eller hogre i produkten. Operatorn L : V — V'
definieras av multiplikation med polynomet x® — z# + 3.

(a) Bestdm en bas for kidrnan ker(L).

(b) Bestdm en bas for bildrummet im(L).

Tentamen 2019-01-09, uppgift 1

Lat V = CJz] vara vektorrummet av polynom med komplexa koefficienter. Definiera L : V' — V genom L(p(z)) =
JZ p(t)dt for alla p(z) € V. Visa att L &r linjér och bestim en bas for kiirnan ker(L) och en bas for bildrummet
im(L).

Utdrag fran ALA, kapitel 3.2
[Ls

Vs ———— [Lvig

PDB PB’D P, DB P, BD

[v]p __ I | [Lv]p

Figure 3.4. A change of basis

Utdrag fran ALA, kapitel 3.3

Theorem 3.3. Let V be a vector space with bases B and D, let W be a
vector space with bases B' and D', and let L be an linear transformation
from'V to W. Let [L|gp be the matriz of L relative to the B and B’ bases.
The matriz of L relative to the D and D’ bases is

[L]’D/’D = P'D/B/ [L]B’BPBD' (3.26)
Proof. The argument is almost identical to the proof of Theorem 3.2. Let

v be an arbitrary vector in V. Then

Pgplvlp = [v]g,
[L]s8Psp[V]D [Llsslvls = [Lv]s,
PD’B’ [L]B’BPBD[V]D = PD’B’ [LV]B/ = [LV]DI. (327)

Since multiplication by Ppp/[L|psPgp converts [v]p to [Lv]p for every
vector v, Ppp[L]|psPgp must equal [L]pp. [ |
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ALA 2.5.5

Show that, for general V and W, the equivalence relation ~ of (2.28) satisfies the linearity properties: 1) If x; ~ y;
and xg ~ ya, then x; + X2 ~ y1 +y2, and 2) If x ~y, then cx ~ cy.

ALA 2.5.6

Show that, for general V' and W, the addition operation of (2.30) are well defined. That is, show that, if x and x’ are
both in [x], and if y and y’ are both in [y], then [x +y] = [x’ +¥'].

ALA 2.5.7

Let V = R[t], and let W be the subspace consisting of all polynomials divisible by (£ — 1)2. Show that W is a subspace
of V and that V/W is 2-dimensional, and exhibit a basis for V/W. (A point in V/W is the set of all polynomials that
have a specified value and derivative at ¢t = 1.)

ALA 2.5.8

Let V = R[t], let p be a fixed polynomial of degree n, and let W be all polynomials divisible by p. Show that V/W is
an n-dimensional vector space and exhibit a basis for V/W.

ALA 4.14

On C*(R), consider the operator L = %. Find a basis for Fy.

ALA 4.1.5

On C*(R), let L = % + %. Find a basis for £y and a basis for Es.

ALA 4.1.6

On Ms 5, let L(A) = AT. Find a basis for E; and a basis for E_;.

ALA 4.1.7

On Ro[t], let L(p)(t) = p(t) + p(—t). Find a basis for Es.

ALA 4.2.6

Suppose we have a basis by,...,b, of eigenvectors of A, with corresponding eigenvalues A;. Show that the product
(A—=X1I)--- (A —X\,I) equals the zero matrix.

ALA 4.3.12

Diagonalize the operator L : Ry[t] — Ra[t] given by L(p)(t) = —p(0) + 3p(1)t + p(2)t2.

ALA 4.3.14

Prove that, if a matrix A is diagonalizable, then p4(A) = 0. [This result, known as the Cayley-Hamilton Theorem, is
true even if A is not diagonalizable, but that case is more difficult to prove.]



ALA 4.4.1

Check explicitly that the matrix A = ( ab) can be written as

A_ (1 D\ (a+bi 0 AN
=i 0 a-bi)\—=i i) -

ALA 4.4.3
On R3, let Lx = Ax, where

A:

= o O
O O =
o = O

Diagonalize L. Describe geometrically what L does to a vector in R3.

ALA 4.4.8

. . 3+ 2 0
5 ?
Is there a real matrix conjugate to ( 0 34 22.) !

ALA 4.4.9

Is there a real matrix conjugate to <3 —5 20 3 _022) ?

ALA 4.6.1

. . . . A .
Derive a formula for the eigenvectors of a lower triangular matrix of the form M’ = ( 2 C’) corresponding to

eigenvalues of A’.

ALA 4.6.11

1 2 1 2
. . . 1 0 3 4 .
Find the eigenvalues of the matrix A = 00 2 -1l You do not need to find the eigenvectors.
00 2 -1

Tentamen 2019-04-17, uppgift 4

(a) Definiera begreppet inre direkt summa av delrum.

(b) Visa att om W é&r ett delrum av V' sa finns ett delrum U sé att U @ W =V som en inre direkt summa i fallet
da dimV < oo.

(c) Visa att om V = U & W som inre direkt summa av delrum sa &r V/U = W.

Tentamen 2020-01-09, uppgift 1

Lat V = Py vara vektorrummet av polynom av grad hogst 10 med komplexa koefficienter (kallas"Clo[ar] i kursboken).
Definiera L : V. — V genom L(p(z)) = ap’(z)+p(1). Bestam alla egenvirden och egenrum till L. Ar L diagonaliserbar?

Tentamen 2019-04-17, uppgift 7
Lat V = C[z] och definiera L : V — V genom
L(p(z)) = p(x) + p(€z) + p(E%x), Vp(z) €V,

diir £ = e2™/3. Visa att L har tva egenviirden A\; och Ay sa att V = By, ® Ey,.



Egen uppgift om kvotrum

Betrakta vektorrummet' V(g ¢y som bestar av alla Cl-kurvor v : R — R? som uppfyller v(0) = (0,0), och definiera en
delméangd V(%),o) C V(0,0 genom

V(%),o) = {7 € Vo0 | 7'(0) = (0,0)}.
(a) Visa att V(%),O) ar ett delrum till Vig o).
(b) Visa att kvotrummet V(g )/ V(%),o) ar isomorft med R2.

(c) Fixera en C'-funktion f : R? — R, och definiera en avbildning Ly : V9,0 = R genom

L= (fo ) (= ZU60)

Visa att Ly dr linjir och att Vig, ;) C ker(Ly)

(d) Férklara varfor detta betyder att L; ger upphov till en linjir avbildning L : Vio,0)/ V(%LO) —R.

Egen uppgift om diagonalisering

Lat V vara ett n-dimensionellt vektorrum 6ver C, for nagot heltal n > 0. Antag att J : V' — V &r en linjér operator
som uppfyller J? = —1I, dér I : V — V ir identitetsavbildningen. Med andra ord, antag att J(J(v)) = —v for alla
veV.

(a) Visa att im(—iI + J) C ker(il + J).
(b) Visa att J &r diagonaliserbar.

Eftersom reella tal ocksa raknas som komplexa tal kan V' ocksa betraktas som ett vektorrum &ver R. For tydlighetens
skull kallar vi detta? reella vektorrum foér Vi, och vi kallar J for Jr nir den betraktas som en linjér operator Vg — Vi
pa ett reellt vektorrum.

(c) Ar Jg diagonaliserbar?

(d) Antag nu att det finns ett (reellt) n-dimensionellt delrum W C Vg sadant att Jr(W) C W, och sadant att W,
betraktat som en delmingd® av det komplexa vektorrummet V', spanner upp V.

Bestédm under detta antagande det karakteristiska polynomet for J.

IVektorrumsoperationerna #r punktvis addition och skalning, som beskrevs pa férra 6vningsbladet.
2Notera att Vg har samma underliggande mingd som V, men skaldirmultiplikationen #r begrinsad till reella skalirer.
3Notera att W inte behover vara ett (komplext) delrum till V. Faktum &r att antagandena vi gor medfér att det inte kan vara det.



Utdrag fran ALA, kapitel 2.5

Quotient spaces. Now let V' be a vector space and let W be a subspace
of V. We will construct a vector space called the quotient of V by W and
denoted V/W. This construction is not as intuitive as direct sums, so it is
best to keep a simple example in mind. The example is V = R?, with W
being all multiples of (1,0)7, that is, the 2; axis.

We define an equivalence relation ~ on V:
x~yifx—yeW. (2.28)

You should check that ~ satisfies all the requirements of an equivalence
relation, namely: 1) x ~ x (reflexivity), 2) if x ~ y, then y ~ x (symmetry),
and 3) if x ~y and y ~ z, then x ~ z (transitivity). In our example, two
elements of V are equivalent if they differ by a multiple of (1,0)7. In other
words, x ~ y if and only if 2 = ys.

We denote by [x]| the equivalence class of x. That is,
x]={yeV]y—xe W} (2.29)

(Do not confuse this with the representation of a vector in a basis, which we
denote [x]|p. These very different concepts are both traditionally denoted by
square brackets.) In our example, [(0,2)7] is the set of all vectors with second
component 2. [(5,2)7] is the same set, since (1,2)7 ~ (5,2)T. However,
[(1,3)T] is a different set.

Definition. The quotient space V/W is the set of all equivalence classes of
~, equipped with the following operations of addition and scalar multiplica-
tion:

x|+ yl=x+yls  cx] =[] (2.30)
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ALA 4.7.5, 4.7.6

Check if each pair of matrices commute. If so, simultaneously diagonalize them.
ca=(3 ) =000 00
4 oo (1)

ALA 4.7.7

Prove the following: Three diagonalizable operators on a finite-dimensional vector space are simultaneously diagona-
lizable if and only if each pair of operators commutes.

ALA 48.1

-1 . . .
Let A = ((1) 0 ) Compute e4* from the power series. (You may need to remember the Taylor series for sine and

cosine). Check that it satisfies the differential equation.

ALA 4.8.4
A

Let B be a basis for a vector space and let L be an operator on that space. Let A = [L]g. Show that [el]s = e?.

ALA 4.8.6

Compute the exponential of (Z _ab>, using the fact that if A = PDP~! for a diagonal matrix D with diagonal
entries A1,..., Ay, then
eM o0
0 e ... 0
er=pPpPpt=p| P
: : .0
0 0 etn

ALA 4.8.11

Show that, if A is diagonalizable, then sin®(A) + cos?(A) = I. Does this identity also hold for non-diagonalizable
matrices?

Modelltentamen, uppgift 3

Lat A vara 3 x 3-matrisen med element i Zy (heltalen modulo 2) som ges av

1 11
A=11 0 1
1 10

Bestiam minimalpolynomet till A och anvind detta for att avgora om A dr diagonaliserbar.

Tentamen 2018-04-05, uppgift 4

Betrakta operatorer L pa ett dndligdimensionellt vektorrum V.

(a) Definiera begreppen minimalpolynom och karaktéristiskt polynom.

(b) Ge ett par belysande exempel pa klasser av operatorer ddr minimalpolynomet inte &r lika med det karaktéristiska
polynomet.

(¢) Visa att alla egenviirden till en operator maste vara nollstiillen bade till minimalpolynomet och till det ka-
raktéristiska polynomet.

(d) Vad siiger Cayley—Hamiltons sats och vad kan man dra for slutsats fran den om relationen mellan minimalpoly-
nomet och det karaktéristiska polynomet?



Egen uppgift

Vi minns fran grundkursen i linjir algebra att en kvadratisk matris A #r ortogonal om ATA = I, och att A #r
antisymmetrisk om AT = —A.

(a) Antag att A #r en kvadratisk matris sadan att e &r ortogonal for alla t € R. Visa att A #r antisymmetrisk.
(b) Visa den omvinda implikationen: om A #r en antisymmetrisk matris s& #r e*4 ortogonal for alla ¢ € R.

Mingden av alla antisymmetriska n x n-matriser betecknas o(n), och mingden av alla ortogonala n x n-matriser
betecknas O(n). Det gar att visa att ortgonala matriser maste ha determinant +1. Delméngden av de ortogonala
matriser som har determinant 1 betecknas SO(n).

Fran deluppgift (b) vet vi att restriktionen av exp (dir exp(A4) = e?) till mingden o(n) kan betraktas som en
avbildning o(n) — O(n).

(c) Visa att det(exp(A)) = 1 for alla A € o(n), sa att restriktionen exp |,(,) kan betraktas som en avbildning
o(n) = SO(n).

(d) Ar exp|o(2) 1 0(2) — SO(2) injektiv och/eller surjektiv?
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ALA 6.1.7

On R2, is the bilinear form ((z1,22)7 | (y1,%2)7) = 2192 + 2291 an inner product? Why or why not?

ALA 6.1.8

In an inner product space V', consider a triangle with vertices A, B, and C. Let a, b, and ¢ be the lengths of the sides
opposite A, B, and C, respectively, and let § be the angle at C. Prove the law of cosines: ¢ = a® + b — 2abcos(6).

ALA 6.1.9

Let x and y be vectors in Euclidean R?, and consider the parallelogram with vertices at the origin, x, x +y, and y.
Show that the area of this parallelogram is & (x | y) 4, the sign depending on whether x is clockwise or counterclockwise

of y. Here, (x| y), = Z1y2 — Tay1.

ALA 6.2.3

. . 1
In C? with the standard inner product, compute |x| and (x | x), where x = (z)

ALA 6.4.1

In Euclidean R?, the vectors by = (1,1,1)7, by = (=2,1,1)T, and bs = (0,1,—1)T are orthogonal. Use the inner
product to write x = (=3,7,2)7 as a linear combination of by, by, and bg.

ALA 6.4.6, 6.4.7

Let B = {by,...,b,} be a basis for a vector space V. Show that B is orthonormal if and only if the dual basis is

{(bx}.

ALA 6.4.8

Let B be an orthogonal (but not necessarily orthonormal) basis. What is the dual basis to B?

ALA 6.5.3

In C? with the standard inner product, find the matrices of Py, and P,,, where vi = (1) and vy = (_11> What is
P,, + P,,? Explain.

ALA 6.5.10

In the space of smooth function on [0, 7] with inner product (f | g) fo t) dt, find an orthonormal basis for the
span of 1, sin(t), and sin?(t).
ALA 6.5.11

Let V' = R[t], with the inner product (f | g) f f(t)g(t)dt. Apply the Gram-Schmidt process to the vectors
x1(t) =1, xo(t) = t, x3(t) = t2, and x4(t) = t>. The vector yl( ) is called the i*" Legendre polynomial.

ALA 6.5.12

Let V = R[t], with the inner product given by (f | g) = ) V2 [ f(t)g(t)e —t* dt. Apply the Gram-Schmidt process

to the vectors x1(t) = 1, x2(t) = t, x3(t) = t2, and x4(t) . The Vector yi(t) is called the i*" Hermite polynomial.



ALA 6.6.3

On R3[t] with inner product (f | g) fo t) dt let W be the subspace spanned by 1 and t. Compute Py (t2).

ALA 6.6.4

Let x4, ...,X,, be a basis for a subspace W of an-dimensional inner product space V. Let x,,11, . .., X, be chosen so that
X1,...,Xy, 18 a basis for V. Apply Gram-Schmidt to {x;} to get an orthogonal basis {y;}. Show that {y,mi1,...,¥n}
is an orthogonal basis for W.

ALA 6.7.1
Show that, if AT Ax = 0, then Ax = 0. [Hint: Consider the inner product (Ax | Ax).] Use this to show that, if the

columns of A are linearly independent, then A7 A is invertible.

Tentamen 2019-04-17, uppgift 5

(a) Ge definitionen av en inre produkt pa ett komplext vektorrum.

(b) Vad ir det som gor att C°([0, 1], C), rummet av kontinuerliga komplexvirda funktioner pa enhetsintervallvallet,
med den inre produkten som ges av (f | g) fO t) dt inte dr ett Hilbertrum?

(¢) Bevisa att en inre produkt pa ett komplext vektorrum #r unikt bestdimd av normen.

Egen uppgift

Lat V beteckna mingden av alla C*°-funktioner f : R — R som #r' 1-periodiska. Det gir att visa att V #r ett reellt
vektorrum. For f,g € V definierar vi
1
oy = | 1@ dr

vilket ger en inre produkt (- | -);, pa V. Vi definierar ocksa en linjér operator D = V=V,

(a) Beskriv ker(D) och ker(D)>*.
(

)
b) Visa att (Df | g),, = —(f | Dg),, for alla f,g € V.
(¢) Beskriv im(D) och im(D)=, och bestim dimensionen hos kvotrummet W = V/im(D).
)

(d) For godtyckliga element [f],[g] € W viiljer vi representanter f; € [f] Nker(D) och g; € [g] Nker(D), och later

(11 [QDW =(f1] 91>v

Visa att detta &r” vildefinierat, och att (- | -)y; 4r en inre produkt pa W.

IMed andra ord ska f(x + 1) = f(x) gilla for alla .
2Med andra ord, visa att sidana representanter kan viljas, och att uttrycket i hogerledet i definitionen av ([f] | [g])y &r entydigt
definierat.
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ALA 5.1.3, ALA 5.1.4, ALA 5.1.5

In the following cases, find x(n) for all n, where x(n) is defined by the recurrence relation x(n + 1) = Ax(n) together
with the initial value x(0). Also, describe qualitatively what is happening.

s (s 7)o ()

311 3
eA=[1 2 2|, x0) =1
12 2 -1

03 02 04 0.5
e A=104 06 02],x(0)=[02

03 02 04 0.3
ALA 5.1.6
0.2 1.1 2.3 1
Let A=|11 05 —1.7] andlet x(0) = | 0 |. Find x(n) for all n. You may wish to use technology to diagonalize
23 —-1.7 0.7 0

A and to invert P.

ALA 5.1.7
Let
0.5738 0.1775 —0.2218 —0.1584 0.4994 1
0.3051 0.0387 —0.0336 —0.3644 0.0491 0
A=1]-0.3462 —0.2716 —0.0465 0.4543 0.1453 and x(0)= 10
—0.0079 —0.8545 0.0851 0.8213  0.0217 0
0.9806 0.2944 0.7080 0.2595 0.7346 0

Using technology, compute x(n) for several values of n. Diagonalize A (using technology) and describe the asymptotic
behavior of x(n) for n large. How does 21 (100) compare to 21(99)? What about 237 How do the proportions z; : zg :
T3 : x4 : T5 depend on n?

ALA 5.1.8

Griffins and Dragons live in the Enchanted Forest. The number of dragons D and griffins G in the forest each year is
determined by the populations the previous year, according to the formulas:

D(n)=15D(n—1)+G(n—1),

G(n) = D(n —1).
If in year O there are 25 dragons and no griffins, what will the populations be in year k7 (Don’t worry about your
answers being fractional. Mythical animals don’t have to come in whole units.) In the long run, will the populations

grow, shrink, or approach a nonzero equilibrium value? After a long time, approximately what will the ratio of dragons
to griffins be?

ALA 5.4.3

Suppose that 2(0) = 0,2(1) = 1, and for n > 2, x(n) = z(n — 1) + 2z(n — 2). Convert this to a 2 x 2 first-order matrix
problem, and solve to get a closed-form expression for x(n).

ALA 5.4.4

Suppose that z(0) = 0,2(1) = 1, and for n > 2, z(n) = z(n — 1) + z(n — 2). Convert this to a 2x2 first-order matrix
problem, and solve to get a closed-form expression for z(n).



ALA 5.5.7

Let x(n) = Ax(n — 1), with A = 0 k), where k is an unspecified real constant. For what values of k is the system

1 1
stable? For what values is there one unstable mode? For what values are there two unstable modes?

ALA 5.5.8

Let x(n) = Ax(n — 1), with A a real 2 x 2 matrix whose determinant equals one. Show that the system is neutrally
stable if —2 < Tr(A) < 2, but is unstable if | Tr(A)| > 2.

Tentamen 2019-01-09, uppgift 6

En f6ljd av 2 x 2-matriser {X;};>o definieras rekursivt av

Xo = B $:| , X1 = |} ﬂ ;ooch Xppy =3Xn —2X, 0, n21

Bestiam en explicit formel for X,,.

Tentamen 2020-01-09, uppgift 7

Lat zg,x1,To,... vara en f6ljd av heltal som uppfyller att o = —5 och z; = 2 samt att =, = —2x,_1 — ©,_o for
n > 2. Bestam xoqog.

Egen uppgift
Bakgrund

Inom differentialgeometrin studeras krokta rum med andra geometrier &n den euklidiska geometrin vi dr vana vid,
och ett exempel pa ett sadant rum ar det hyperboliska planet H, som har sa kallad negativ krokning. Som méngd kan
vi betrakta H som den 6ppna enhetsdisken i komplexa talplanet (denna representation kallas Poincarés diskmodell)
Avstandsmattet i H &r inte det vanliga euklidiska avstandet, utan definieras pa ett annat sitt. De exakta definitionerna
ar overkurs, men det finns i alla fall begrepp sasom avstand, vinklar och area precis som i euklidisk geometri. Det finns
dven ett begrepp som ir analogt med rita linjer, niimligen sa kallade geodeter, som ir de kortaste (enligt hyperboliska
matt) kurvorna mellan punkter. Det &r i allméinhet svart att fa visuell intuition f6r det hyperboliska planet, eftersom
det inte gar att bidda in det som en yta i var tredimensionella virld pa ett sdtt som bevarar avstand. Den forsta bilden
nedan visar ett konstverk av M. C. Escher som gestaltar hyperbolisk geometri, dér varje vit kurva &r en geodet, och den
andra bilden visar en tidckning av hela hyperboliska planet med ”trianglar”; héir 4r alla kanter pa trianglarna "rita” (ir
geodetsegment). Pa tredje bilden illustreras att det hyperboliska planet kan téickas med ”pentagoner” (femhérningar
vars kanter #r geodetsegment), déir alla vinklarna i alla ”pentagoner” &r réita vinklar. I bilderna illustreras ocksa att
inbéiddningen av H som enhetscirkelskivan i det euklidiska planet dr en konform inbdddning: vinklar bevaras (men
inte avstand).

I allménhet beskrivs geodeter av ett system av andra ordningens ickelinjéra ordinéra differentialekvationer, men for sa
kallade symmetriska riemannska rum gar det att reducera till ett system av forsta ordningens linjara sadana. Detta
system av differentialekvationer kan 16sas med materialet fran denna kurs.!

IDéremot ir sjilva reduktionen till ett sant system extremt Gverkurs, och kriver en hel del férkunskaper inom riemannsk geometri och
teorin for Liegrupper. Argumentet fér att reduktionen dr korrekt finns att ldsa precis efter uppgiften.



Uppgift
I den hér uppgiften ska vi studera rorelse lings geodeter i det hyperboliska planet H := {z € C : |z| < 1} C C, men

vi behover forst nagra verktyg. For varje komplex 2 x 2-matris A = <Z Z) definierar vi en komplexvérd funktion

fa enligt fa(z) = gjis, dir virdemingden &dr alla komplexa tal z for vilket uttrycket ér definierat (alltsa inte ger

division med noll). Notera att f4(z) kan uttryckas som fa(z) = ((1 0) A (i))/((() 1) A (i)), dér vi har

matrismultiplikation.

Lat My vara vektorrummet av alla reella 2 x 2-matriser, lat g vara delrummet av de matriser vars spar ar 0, och
lat h C M, vara delrummet av symmetriska matriser.

Om 7 : R — H &r en parametrisering av en geodet? kan man visa att det finns en C*°-funktion A : R — M, som
uppfyller féljande tre villkor:

o 1) = Fragp— (1(0)) for alla t € R, dir P = (} ‘)

o A(s+1t)=A(s)A(t) for alla s,t € R,
e Matrisen X := A’(0) ligger i delrummet gNh C Mo.

Eftersom vi inte formellt har definierat vad en geodet &r skulle villkoren ovan kunna ses som en definition av vad en
(parametrisering av en) geodet &r.

(a) Hirled en matrisdifferentialekvation for funktionen A fran det andra villkoret ovan. Differentialekvationen far
innehalla A, A" och X. Fran samma villkor, bestim ocksa vad initialviirdet A(0) maste vara.

(b) Lat p := «(0) vara geodetens startpunkt och lat v := ~/(0) vara dess starthastighet. Bestim ett uttryck for y(¢)
i fallet da p =0 och v = 1.

(c) Bestdm ett uttryck for v(¢) i fallet da p = 1/2 och v = .

(d) For v # 0, visa att v(t) alltid gar mot nagon punkt pa randcirkeln {z : |2| = 1} C C da t — oo, och bestdm
ett uttryck for denna punkt i termer av elementen i matrisen X. Visa dessutom att v moter randcirkeln i en rét
vinkel, det vill siga att lim;_, o % = limy—y o0 Y (¢).

Reduktion av de geodetiska ekvationerna (vildigt 6verkurs)

Lat G := SL(2,R) verka pa H = {z € C | Im(z) > 0} via Mobiustransformationer. Det ir vilkint att SL(2, R) verkar
transitivt pa H, och att stabilisatorn f6r en punkt p dr en delgrupp som &ér konjugerad till K = SO(2) C SL(2,R).
Detta ger en (kanonisk) diffeomorfi mellan H och vénstra sidoklassrummet G/K, didr punkten p identifieras med
sidoklassen K € G/K. Vi later 7 : G — G/K = H beteckna kvotavbildningen.

Om vi utrustar H med Poincarémetriken med konstant Gauflkrokning —1,

dr @ dxr + dy ® dy

9= 5 :
Y

dér = Re(z) och y = Im(z), &r det viilkéint att H dr ett symmetriskt rum. Speciellt existerar en involution o : H — H
som fixerar p € H, vars framknuffning i punkten p ar do, = —id : T, H — T,,H. Konjugering med o € G definierar
en automorfi G : G — G, och eftersom isometrier bestdms entydigt av framknuffningens verkan pa ett tangentrum &r
& ocksa en involution. Detta ger i sin tur upphov till en Liealgebraautomorfi 6 := &, pa Liealgebran g till G, och pa
grund av funktorialitet &r &ven 6 involutiv.

Eftersom 6 &r en involution &r den diagonaliserbar med egenvérden 41, och vi kan skriva g = €@ m, dir € och m ar
egenrummen som svarar mot egenvirdet 1 respektive —1. Om vi betraktar G som ett principalt K-knippe 6ver H gar
det att visa att € spdnner upp den vertikala distributionen, vilket ger en kanonisk identifikation mellan m och T,y M.
Genom att lyfta metriken fran H far vi en metrik pa den horisontella distributionen (som spéinns upp av m), och den
direkta summan av denna metrik och minus Killingformen pa £ definierar en vénsterinvariant Riemannmetrik pa G
for vilken g = € @ m dr en ortogonal uppdelning. Eftersom 6 bevarar Lieklammern &r uppdelningen ocksa reduktiv
(dvs. [¢,m] C m) och symmetrisk (dvs. [m,m] C &).

Antag nu att v : R — H &r en geodet med startpunkt v(0) = p, och lyft ~ till en horisontell geodet A : R — G med
startpunkt A(0) = I. Genom att identifiera alla tangentrum med g via vénstertranslation kan vi da betrakta A’ som

en kurva R — m. Under denna identifikation foljer det fran metrikens vénsterinvarians att A”(t) = — adz,(t)(A’(t))

2Hir ska det egentligen tilliggas att vi antar att parametriseringen har konstant fart, men vi har inte formellt definierat vad ”fart”
betyder i det hyperboliska planet.



for alla ¢, dér adL,(t) : g — g dr den adjungerade operatorn till ad4/(;) : g — g med avseende pa den inre produkten
(,-)g : 9 X g = R som kommer fran metriken pa G. Per definition &r

(ady () (A'(1), Y )g = (4(1), ad () (Y ))g-

Om Y € m, ger symmetrin att ad 4 (Y) € & och eftersom m L [ blir hégerledet ovan noll. Om a andra sidan Y € €,
ger reduktiviteten att ad 4/ +)(Y) € m, sa att den inre produkten i hogerledet ovan &r en inre produkt i m. Den inre
produkten pa m dr Ad(K)-invariant, och dérfor dr ad 4/ skevadjungerad, sa att hogerledet ovan ér lika med

—(ada ) (A'(1)),Y)g = —([A'(1), A'(1)], Y )q = 0.

Eftersom g = £ © m, foljer det av linjaritet att (A'(t),ad /1) (Y))q for alla Y € g. Alltsa ar adz,(t) (A'(t)) = 0 for alla
t, och kurvan A’ : R — m dr déirmed identiskt lika med nagon konstant X € m.

Pa grund av identifikationerna vi gjort ger detta, tillsammans med faktumet att A(0) = I, att A &r en 1-
parameterdelgrupp till G, dvs. att A(s+t) = A(s)A(¢) for alla s,t € R, vilket dr det andra villkoret i listan.

Lat fp beteckna Mobiustransformationen som beskrivs av en 2 x 2-matris B. Rent konkret &r o = fg, déar

0 -1
5= (1 ) ) .
Faktumet att X #r en egenvektor till § med egenvirdet —1 kan formuleras som att SXS~! = —X, och de matriser X
som uppfyller detta &r precis de som ar pa formen

a b S
X = (b a) , for nagra a,b € R.
Detta #r precis de matriser X som bade ligger i g (méngden av sparfria 2 x 2-matriser) och #r symmetriska. Alltsa
uppfylls det tredje villkoret.

Vi skiftar modell for det hyperboliska planet, och betraktar nu istéllet H som enhetsdisken i C, och utrustar den
med sin Poincarémetrik med konstant Gaufkrokning —1,

_ A(dr ® dr + dy ® dy)
= (1— 22 — )2

Den tidigare halvplansmodellen &r isometrisk med denna modell via Mobiustransformationen fp, dar

For att forenkla notationen antar vi att p ligger i enhetsdisken och att kvotavbildningen 7 : G — H, dér H nu
betraktas som enhetsdisken, avbildar I € G pa p € H. Notera att vi betraktar G, som &r isometrigruppen for 6vre
halvplanet, som ett knippe 6ver enhetsdisken. Speciellt svarar vinstertranslationsverkan av en matris g € G pa G mot
den konjugerade Mébiustransformationen fp,p-1, dvs. féljande diagram kommuterar:

‘ ngP71 ‘
H—— H.

Om vi later g = A(t) foljer nu det forsta villkoret direkt.
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ALA 7.14

Let V be R™ with a nonstandard inner product. Let L be multiplication by a matrix A. Find the matrix of LT in terms
of the matrix A and the metric matrix G. (The answer is not simply AT).

ALA 7.1.5

On R3, let L(x) = (3z1 + o2, 22 — 3,521 + 23)T. With respect to the inner product (x | y) = z1y1 + 222y + 3233,
compute LT(x).

ALA 7.1.6

Let V = Ry[t] with the inner product (ag + a1t + ast? | by + byt + bat?) = agby + aiby + asbe. Let D = d/dt, and let
x = 142t — t2. Find Dx and Df(x).

ALA 7.1.7

Let V be a space of smooth real-valued functions on R with the inner product (f | g) = [~ f(t)g(t)(ft2 dt. Find the
adjoint of D = d/dt.

ALA 7.2.5

Let A be an arbitrary operator. Show that H = Af A is Hermitian, and that all of the eigenvalues of H are nonnegative.

ALA 7.2.6

Show that the operator L = —d?/df? on L?(S') (the space of square-integrable functions on the unit circle) is
Hermitian, with all its eigenvalues nonnegative. Can you write L in the form A" A for some operator A?

ALA 7.3.4

Let A be an arbitrary real symmetric 2 x 2 matrix. What are the possible shapes of the curve f4(x) = 17 Under what
conditions are each of these curves realized? Express your answer both in terms of the eigenvalues of A and in terms
of the matrix elements.

ALA 7.3.8

Consider the quadratic function z% + z122 + 3 + xax3 + 23 on R3. Restrict this function to the unit sphere |x|? = 1.
Find the maxima, the minima, and the saddle points.

ALA 7.3.9

On R3, maximize |x|? subject to the constraint % + x122 + 23 + w223 + 23 = 1.

ALA 7.3.10

Let A and B be real symmetric matrices, with B having all positive eigenvalues. Show that B~*A and B~'/2AB~
have the same eigenvalues. If A is invertible, show that the eigenvalues of A~!'B are the reciprocals of the eigenvalues
of B~1A. [Hint: Consider conjugates of matrices.|

1/2



Tentamen 2019-01-09, uppgift 2

Lat V = C*°(R) vara de odndligt deriverbara komplexvérda funktionerna pa R med inre produkt

(f 1g) = / Fa(t) dt,

for alla f,giV,1at W ={f eV : f(t+1) = f(t),vt € R} och lat L : W — W ges av L(f) = f’. Bestdm den
adjungerade operatorn L.

Tentamen 2018-01-10, uppgift 4

Lat V vara ett komplext inre produktrum och L en operator pa V.
(a) Hur definieras den adjungerade operatorn L1?
(b) Hur kan man visa att den adjungerade operatorn existerar da dim V' < oo?

(¢) Ge ett belysande exempel pa ett inre produktrum V och en operator L som inte ir sjilvadjungerad, men dér
bade L och L' &r naturliga operatorer.

Tentamen 2021-04-08, uppgift 6

Betrakta Hilbertrummet /5(C) av oindliga foljder a = (ag, a1, ...) av komplexa tal sadana att > 72, laj|? < oo med
den inre produkten (a | b) = Z;io a;b;. Lat V vara delrummet av foljder a = (ag, a1, . ..) sadana att agg+1 = agy for
alla heltal £ > 0.

(a) Bestdm det ortogonala komplementet V-+.

(b) Ar £5(C) en inre direkt summa av V och V+?

Tentamen 2023-01-11, (del av) uppgift 7

L&t ¢*(C) vara Hilbertrummet av foljder a = (ag,ar,...) med |aj* = >°7° |a;|> < oo och den inre produkten
(a|b) = > 2 @b Vidare, 1at L : ¢*(C) — (*(C) vara operatorn som tar en féljd (ag,ai,as,...) pa foljden
(aZa agp, a1, as,as, a4, ag,ae,az,. .. )

(a) Avgor om L ér sjilvadjungerad.

(b) Avgor om det finns en ortonormal Hilbert-bas av egenvektorer till L.

Tentamen 2025-01-13, uppgift 2

Lat V = C® och B = {e; —e3,e; — e3,e3 — €4,e4 — e5,e5} dir {ej,es, e3,e4,e5} ir standardbasen for C°. Bestim
den duala basen B* for V.

Egen uppgift
Om V ir ett dndligdimensionellt reellt inre produktrum kan man definiera' en linjir avbildning b : V' — V* genom
b(v) = (v|, eller mer konkret, genom att séga att b(v)(w) = (v | w) for alla v,w € V.

(a) Visa att b dr en isomorfi.

Eftersom b &r en isomorfi har den en invers § : V* — V, och tillsammans kallas de tva isomorfierna f och b de
musikaliska isomorfierna.

(b) Antag att B dr en bas for V, och att L : V' — V ir en linjér operator som med avseende pa basen B representeras
av en matris A. Vad blir matrisen for operatorn L* :=bo Lt o4 : V* — V* med avseende pa den duala basen
B*?

(c) Galler resultatet fran deluppgift (a) om man istéillet antar att V ér ett komplext vektorrum? Om inte, forklara
vad som blir annorlunda och vilka delar som fortfarande géller.

(d) Visa att antagandet dim(V) < oo inte kan tas bort, dvs. ge exempel pa ett oéindligdimensionellt reellt inre
produktrum V dér b inte blir en isomorfi.

1Notera att b beror pa inre produkten pa V.
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ALA 7.4.5

Not all changes of basis are unitary. Suppose B is an orthonormal basis and D is not. Show that Ppg is not unitary.

ALA 7.4.13

How do the eigenvalues of a unitary operator U compare to those of H = U + U1?

ALA 7.5.4-7.5.8
Let
(0 1 (0 —i (1 0
1=\ o) TG o) BT No 1)
These are called the Pauli matrices, and span the vector space sus of Hermitian, traceless 2 x 2 matrices.

7.5.4 Show that any 2 x 2 Hermitian matrix can be written as a real linear combination of the identity matrix, oy,
o9, and o3.

7.5.5 Suppose that x € R* and that |x| = 1. Show that ix101 +ix909 +ix303 + 241 is unitary, where I is the identity
matrix.

7.5.6 Show that e~*¥1%1 is unitary and equals cos(x1)I — isin(z1)o.
7.5.7 More generally, show that, for k = 1,2,3, e~#** is unitary and equals cos(xy)I — isin(xy)os.

7.5.8 Let v be any unit vector in R3. Show that exp(—if(v101+va02+v303)) is unitary, and equals cos(0) —isin(6) M,
where M = vy01 + v909 + v303.

Tentamen 2019-04-17, uppgift 2

Lat ’ ’ ’ ’ ’
e AR AL R EA P EN AR}

(a) Avgor vilka av matriserna i S som &r Hermiteska och bestim egenviirdena for nagon av dessa.

(b) Avgor vilka av matriserna i S som dr unitéira och bestdm egenvirdena for nagon av dessa.

Tentamen 2020-01-09, uppgift 2

Lat V = C([0,1]) vara de oéndligt deriverbara komplexvérda funktionerna pa [0, 1] med inre produkt
1 —_—
(o) = | TOig(t) e, for alla £. g3 V.
0

Lat L:V — V ges av L(f(t)) = f(t)e®. Ar L sjilvadjungerad? Ar L unitér?

Tentamen 2021-01-11, uppgift 4

Ge exempel pa komplexa 2 x 2-matriser A, B, C' och D sadana att

(a) A dr Hermitesk men inte unitér.

)
(b) B ér unitir men inte Hermitesk.
(c) C &r diagonaliserbar men varken unitér eller Hermitesk.
)

(d) D ar inte diagonaliserbar.



Tentamen 2023-01-11, uppgift 2

Lat V vara vektorrummet av kontinuerliga funktioner f : R — C med kompakt stod, dvs f(z) = 0 for alla |z| > R for
nagot R (beroende pé f). Ge V den inre produkten (f|g) = [*_ f(x)g(z)e"dx. Lat L : V — V vara operatorn som

ges av L(f)(2) = f(z + 1).
(a) Bestdm den adjungerade operatorn till L.
(b) Avgor for varje ¢ € C om cL ér sjilvadjungerad.

(c) Avgor for varje ¢ € C om cL #r unitér.

Tentamen 2023-01-11, uppgift 5

Lat V vara ett komplext inre produktrum och lat L : V — V vara en operator.
(a) Definiera vad det innebér att L &r unitdr.
(b) Ge ett exempel pa ett inre produktrum V och en linjir operator L sa att || L(x)|| = ||x|| utan att L &r unitér.
(c) Visa att alla egenvérden till en unitér operator har absolutbelopp 1.

)

(d) Visa att egenrummen till olika egenvérden till en unitir operator #r ortogonala.

Tentamen 2023-01-11, (del av) uppgift 7

Lat ¢?(C) vara Hilbertrummet av foljder a = (ag,a1,...) med |a]*> = Y77 ]a;|> < oo och den inre produkten
(a|b) =2 a:b;. Vidare, 1t L : £>(C) — ¢?(C) vara operatorn som tar en f6ljd (ag, a1, as,...) pa foljden

(a23 agp, a1, as,as, a4, ag,ae,az,. .. )

Avgor om L &r unitér.

Tentamen 2023-04-11, uppgift 2

-1 z
o : — 1
Lat z € C vara ett komplext tal och betrakta matrisen A = i 14 2is

dr Hermitesk och/eller unitéir. Berdkna dven egenviirdena for A for alla sadana z.

} . Bestdm alla virden pa z for vilka A

Egen uppgift

Lat U(n) beteckna méngden av alla unitira n x n-matriser. Alla sdidana matrisers determinant har absolutbelopp 1,
och vi later SU(n) beteckna delméngden av de vars determinant dr lika med 1.

) _ a+bi —cH+di
(a) Visa att SU(2) = {<C—|—di a— bi )

(b) Lat su(2) vara vektorrummet av hermiteska 2 X 2-matriser X som uppfyller Tr X = 0. Visa att avbildningen
® : R3 — su(2) som definieras av
O

T+ 1y —z

a,b,c,d € R och a2+b2+02+d2:1},

dr en isomorfi (mellan reella vektorrum). Kan du definiera en inre produkt pa su(2) sadan att || ®(v)|| = ||v| for
alla v € R3? Skriv ner ett koncist uttryck for normen som induceras av denna inre produkt.

(c) Antag att A € SU(2) och X € su(2). Visa att AX AT € su(2), och dra slutsatsen att varje A € SU(2) definierar
en linjir avbildning L : su(2) — su(2) enligt L4(X) = AX AT

(d) Visa att avbildningen ® 1o L4 0® : R — R? &r ortogonal med avseende pa den vanliga inre produkten pa R3.
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Egen uppgift

Lat o(n) beteckna vektorrummet av (reella) antisymmetriska n x n-matriser, och lat M,, beteckna vektorrummet av
reella n x n-matriser. Antag att A € M,,, och definiera en linjér avbildning L : o(n) @ o(n) — M, enligt

L((X,Y)) = XA+ AY.
Bestdm dim(im(L)) i foljande fall.
(a) Nar A= 1.
(b) Né&r A &r inverterbar och har n distinkta singuldrvéirden.
(c) Nér A dr inverterbar, och har n — 2 distinkta singuldrviirden och ett upprepat singulirvirde.
)

(d) Nir dim(ker(A)) = m > 0, och A har n — m distinkta nollskilda singulérvirden.
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OVNINGAR PA SINGULARVARDESUPPDELNING

Uppgift 1. Lat L vara en operator pa ett inre produktrum V.

(a) Visa att L'L och LLT har samma egenvirden. Rittning: I deluppgift (a) antar vi att dim(V) < oo.
(b) Visa att alla egenvirden till LTL och LL" &r icke-negativa reella tal.
(c) Visa att om V ir dndligt-dimensionellt sa finns det en sjdlvadjungerad operator
K sd att (K;)? = LTL och en sjilvadjungerad operator K, sé att (K>)> = LL.
(d) Om L i en ortonormal bas # ges av matrisen

NE

bestdm matriserna for K| och K> i samma bas.

Uppgift 2. Bestim en 2 x 3-matris A sa att A har singulédrvirdena 2 och 3 med mot-
svarande hoger- och vénstersingulira vektorer % [1 2 2] T och L [1 2} T, respektive

V5
270 1 —1]"och L2 —1]",
V2 V5

Uppgift 3. Bestim Moore—Penrose inversen A™ till matrisen
1 2 4

A= {2 4 8}'
Uppgift 4. Anvind Moore—Penrose inversen for att 10sa ekvationssystemet

12 4] " N

2 4 8| |73

X3

i minsta kvadratmening.

Uppgift 5. Visa att om A ir en reell 2 x 2-matris kan vi alltid vilja X eller Y som en
symmetrisk matris i singulidrvirdesuppdelningen A = YXX7. Nir kan vi vilja bade X
och Y som symmetriska matriser?

Uppgift 6 (Uppgift 3 pa tentamen 2019-04-17). Bestdm det storsta singulédrvirdet och
motsvarande hoger- och vinstersinguldra vektorer som hor till matrisen

I 2
A= 12 2
2 -1

Uppgift 7 (Uppgift 3 pa tentamen 2018-04-05). Bestdm singulédrviarden och singulir-

vektorer till matriserna
1 i |
A= [i 1] och B= [—i 1} .



SEF'1681, ovning 10

Tentamen 2020-04-16, uppgift 4

(a) Ge ett exempel pa en 3 x 3-sannolikhetsmatris (ej identitetsmatrisen).
(b) Visa att en sannolikhetsmatris alltid har en egenvektor med egenvirde 1.

(c) Antag att A &r en sannolikhetsmatris sidan att alla element i matrisen A3 &r positiva. Vad kan vi da séiga om
egenvirden med absolutbelopp 1 och deras algebraiska multipliciter?

Tentamen 2020-04-16, uppgift 8

Betrakta foljande stokastiska process i diskret tid. Tillstanden ges av Zs = {0, 1,2}, dvs heltalen modulo 3, och om
tillstandet vid tiden ¢ &r n € Zg sa ar tillstandet vid tiden ¢ + 1

e n2 € Z3 med sannolikheten 1 — 2¢,
e n? — 1 € Z3 med sannolikheten o, och
e n? 4 1 € Z3 med sannolikheten o,

dar « € [0, %] ar en konstant. Modellera detta som en Markovkedja. Avgor for vilka a som processen konvergerar mot
en sannolikhetsfordelning som inte beror pa tillstandet vid tiden ¢ = 0. Bestdm den stationéra sannolikhetsférdelningen
for dessa a.



SF1681 PERRON-FROBENIUS 8

OVNINGAR PA PERRON—FROBENIUS SATS OCH SANNOLIKHETSMATRISER

Uppgift 1. Bestam egenvektorn med egenvirde 1 till matrisen

1120
12210
A=71101 2
0102

och avgor om lim,_,.. p(7) existerar for alla val av sannolikhetsvektorn p(0) om p(t + 1) =
Ap(z) forallar € N.

Uppgift 2. En permutationsmatris @dr en kvadratisk matris dér varje rad och varje kolonn
innehaller precis en etta och resten nollor.

(a) Visa att alla potenser av en permutationsmatris ocksa &dr permutationsmatriser.

(b) Visa att permutationsmatriser &r ortogonala.

(c) Visa att om P idr en permutationsmatris av storlek n x n och p(x) ir ett polynom
med reella ickenegativa koefficienter med p(1) = 1 sa dr p(P) en sannolikhets-
matris.

(d) Vilka permutationsmatriser har en unik egenvektor med egenvérde 1?

Uppgift 3. Visa att om A och B ir tva kommuterande sannolikhetsmatriser och bada har
en unik egenvektor (upp till multiplikation med skalédr) med egenvirde 1 sé ér det en
gemensam egenvektor.

Uppgift 4. (Uppgift 5 pa tentamen 2018-01-10)

(a) Vad idr en sannolikhetsmatris? 1p)
(b) Alla sannolikhetsmatriser har 1 som ett egenviarde. Hur bevisar man det?

(1p)

(c) Formulera nagon version av Perron—-Frobenius sats. 1p)

(d) Ge ett exempel som visar att lim,,_;., A" inte behover existera dven om A ir en

irreducibel sannolikhetsmatris. 1p)

Uppgift 5. (Seminarieuppgift 3.2, HT18)

For varje heltal N > 0 kan vi studera den slumpvandringsprocess som ges av en
linjdr graf, dvs en graf med hornen 1,2,...,N med kanter mellan efterféljande horn.
Sannolikheten att ga fran horn i till horn i+ 1 eller horn i —1 @r 1/2 utom om i = 1
eller N da sannolikheten dr 1 att ga till det enda intilliggande hornet. Lat Ay vara den
sannolikhetsmatris (stokastiska matris) som beskriver denna Markovked;ja.

(a) Anvind lamplig programvara for att bestimma egenvirdena till Ay for ett antal
olika N. Hur stora N fungerar?

(b) Plotta egenvérdena och still upp en hypotes for hur de beror pa N.

(c) Ar Ay reguljir?

(d) Bildanya stokastiska matriser By = %A + %AZ ochCy = %I + %A. Ar By och/eller
Cy reguljira?

(e) Hur forhaller sig egenvirdena till By och Cy till egenvirdena till Ay?

(f) Hur kan vi tolka processerna som ges av By och Cy i termer av processen om
ges av Ay?

Uppgift 6. (Uppgift 3 pa tentamen 2019-01-09)



SF1681 PERRON-FROBENIUS 9

I en Markovkedja ges fordelningen vid tidpunkt r = n+ 1 av fordelningen vid tidpunkt
t = n genom den stokastiska matrisen

1 32 4
=— 1|7 4 5
1070 4 1
Avgor om lim,, ;.. A" existerar och bestdm i sa fall gransvirdet. 4p)

Uppgift 7. (Uppgift 9 pa tentamen 2019-04-17)
Bestdm alla unitéira stokastiska matriser (sannolikhetsmatriser) och avgor om de bil-
dar en grupp® under matrismultiplikation. 3p)

3Dvs: om A och B #r unitira stokastiska matriser sa dr iven A~! och AB unitira stokastiska matriser.



SF'1681, ovning 11 och 12

Intressant ldsning om tensorer (ldnkar)
e How to Conquer Tensorphobia
e Tensorphobia and the Outer Product

The Tensor Product, Demystified

e En annan framstillning av tensorprodukter éver reella vektorrum (s. 304-316, bara det som ér innan Tensors
and Tensor Fields on Manifolds)

Egen uppgift

(a) Antag att V &r ett reellt vektorrum och att W C V &r ett delrum. Visa att en linjdr funktional ¢ : V' — R som
uppfyller W C ker(¢) pa ett naturligt séitt definierar ett element i (V/W)*.

Lat Vo,0) vara det reella vektorrummet av C'-kurvor  : R — R? som uppfyller v(0) = (0,0), och lat V(B 0) € Vio,0) vara
delrummet av de v € V(g 9y som uppfyller 4/(0) = (0,0). Vidare, lat R[x, y] vara det reella vektorrummet av polynom
i tva variabler med reella koefficienter. Ett sadant polynom kan ses som en funktion R? — R, och vi definierar en

avbildning B : R[z,y| x V(g ,0) — R enligt

B(.7) = S (7(1(6))

t=0
(b) Visa att B &r bilinjér, och ddrmed ger upphov till en linjér avbildning B: Rlz, y]®V(0,0) = R. Ar B degenererad?

(c¢) Lat Rxo[z,y] € Rz, y] vara delrummet av polynom utan termer av grad 0 eller 1. Visa att W C ker(B), dér

W= Rxalz,y] @ Vio,0) + Rlz,y] ® V(%),o) C Rz, y] ® V{o,0)-

(d) Visa att B pa ett naturligt siitt ger upphov till en icke-degenererad bilinjér form

B : (R[l’,y}/RZQ[(E,y]) X (‘/'(0,0)/‘/'(%)70)) — Rv

samt en isomorfi (V(o,o)/V(%),o)) = Rz, y]/Ro[z, y].


https://www.jeremykun.com/2014/01/17/how-to-conquer-tensorphobia/
https://www.jeremykun.com/2016/03/28/tensorphobia-outer-product/
https://www.math3ma.com/blog/the-tensor-product-demystified
https://link.springer.com/content/pdf/10.1007/978-1-4419-9982-5_12

SF1681 MULTILINJAR ALGEBRA 13

OVNINGAR PA TENSORPRODUKT

Uppgift 1. Lat V =R3 och 14t L: V ®V — V vara den linjira avbildningen som ges
av den bilinjdra avbildningen f: V x V — V som ges av kryssprodukten, dvs:
flv,w)=vxw, for allav,w € V.

Bestdm en bas for ker L.

Uppgift 2. Visaatt w:=1® 1 +x®y € C[x] ® Cly] inte 4r en ren tensor, dvs inte gar att
skriva som w = p(x) @ q(y).

Uppgift 3. Kontrollera att avbildningen x®y: V* x W* — k som ges av

(x@¥)(9,¥) =0(x)w(y), V(¢ y) eV xW"
verkligen &r bilinjér.

Uppgift 4. Visa att tr: V* ®V — k svarar mot sparet av matrisen for avbildningar i
V*®V = Homy(V,V) oberoende av val av bas for V sa linge den duala basen viljs for
V.

Uppgift 5. Lat {e;} och {f;} vara baser fér V dir basbytet ges av matrisen A = (a;;)
med f,‘ = Z?:] a;i€;.
(a) Vilken matris B = (b;;) ger basbytet mellan de duala baserna {e}} och {f}} for
V*?
(b) Hur ser basbytet ut pa V*@V?

Uppgift 6. Bevisa Sats 2.23, dvs att V@V = Sym?(V) @ Al?(V) om 1 +1 #0i k.

Uppgift 7. Om V ir ett reellt vektorrum kan vi bilda ett komplext vektorrum genom
Ve =V ®C dir vi ser C som ett tvadimensionellt reellt vektorrum. Kontrollera att
Ve uppfyller definitionen for ett vektorrum 6ver C om vi anvédnder multiplikation med
skaldr pa den andra faktorn i tensorprodukten.

Uppgift 8 (Uppgift 7 pa modelltentamen). Lat L: V — V vara en operator pa ett reellt
vektorrum som med basen {ej,e;,e3} for V ges av matrisen

2 2 1
A=|1 -1 -1
-2 -1 =2
Med hjdlp av L far vi en avbildning LR L*: V®V* — V ® V* fran den bilinjdra
avbildningen V x V¥ — V @ V* som ges av (X,¢) — L(x) ® L*(¢), for x € V och
p eV
(a) Bestdm matrisen fér L ® L* med avseende pa basen {e; ® e;}. 2p



SF1681 MULTILINJAR ALGEBRA 14

(b) Bestim det(L ® L*). (Ledning: det(L) =7.) 2p)

Uppgift 9 (Uppgift 7 pa tentamen 2018-01-10). Lat V C C> vara delrummet som ges
av ekvationen x| 4+ x2 + x3 = 0 och betrakta tensorprodukten V ® V' som ett delrum i
C3? ® C3. Avgor om nigon av tensorerna
e Re;terRe —2e3Re
eller
e1Xe—e1Xe—erRet+er®es+e3Rer —e3 e
liggeriV ®V, dir ey, e,, e3 ir standardbasvektorerna for C. 4p)

Uppgift 10 (Uppgift 5 pa tentamen 2018-04-05). Lat V och W vara dndligdimensionella
vektorrum.

(a) Definiera tensorprodukten V @ W. 1p)
(b) Visa att dim(V @ W) = (dimV)(dimW). (1p)
(c) Visa att det det finns en naturlig bilinjédr avbildning ®: VxW — VQW.

(1p)

(d) Tensorprodukten V @ W har tillsammans med den bilinjédra avbildningen fran del
(c) en universell egenskap med avseende pa bilinjdra avbildningar Vx W — U,
namligen att alla sadana faktoriserar pa ett entydigt sétt via ®. Forklara vad detta
innebér och skissera ett bevis for att detta géller. 1p)

Uppgift 11 (Uppgift 7 pa tentamen 2018-04-05). For en linjéar operator L pa V kan vi
bilda en linjar operator pa V @V genom I ® L — L® I, ddr I 4r identitetsoperatorn pa V.

(a) Bestdm rangen for / @ L — L ® I om L ges av matrisen 2p)

1 2
53
(b) Visa att I ® L — L® [ 4r nilpotent om L &r nilpotent, men att det omvénda inte
alltid géller. 2p)



SEF1681, ovning 13

Tentamen 2019-04-17, uppgift 8

Bestam A2019 43

har koefficienter i Z~.

Tentamen 2020-01-09, uppgift 6

Lat A vara 4 x 4-matrisen med element i Zg (dvs heltalen modulo 2) som ges av:

OO ==
SO O
==
)

Lat S vara delrummet av 4 x 4-matriser som ges av S = {p(A) : p(x) &r ett polynom med koeflicienter i Z,}. Bestéim
antalet element i S. Utgor S en kropp?

Egen uppgift

Lat K vara en dndlig kropp av karakteristik p, dir p dr ett primtal. Notera att detta innebér att primkroppen k C K
dr isomorf med Z,, och att |K| = p™ for nagot n, dér n := dimy(K) dr dimensionen av K som k-vektorrum.
Betrakta méngden
V={L:K — K| L &r k-linjir},

som bildar ett vektorrum over k.

(a) Visa att V blir ett K-vektorrum, om vi for o, r € K definierar (aL)(r) = aL(r). Vad blir dimensionerna dimy (V)
respektive dimg (V') da vi betraktar V' som k-vektorrum respektive K-vektorrum?

Vi betraktar nu mingden' Gal(K/k), bestaendes av alla (kropps)isomorfier ¢ : K — K som fixerar k, det vill siga
uppfyller ¢(r) =r for r € k.

(b) Visa att Gal(K/k) dr en linjirt oberoende delméngd (observera: inte delrum) av K-vektorrummet V.

(c) Visa att F' € Gal(K/k), dar F' : K — K &r avbildningen som definieras enligt F'(r) = rP. Vidare, visa att
F™ e Gal(K/k) for m > 0, och dra slutsatsen att F™ = id for nagot m med 0 < m < n.

(d) Visa att Gal(K/k) = {F™ | 0<m < n}.

Ledning: Antag att F™ = id for nagot m med 0 < m < m, och visa att det leder till motsdigelsen |K| <
L+p+p*+---+p" ' <pm

1Detta kallas fér Galoisgruppen till kroppsutvidgningen k C K.



SF1681 KROPPSUTVIDGNINGAR 6

OVNINGAR PA ANDLIGA KROPPAR OCH KROPPSUTVIDGNINGAR

Uppgift 1. Berédkna inversen till 4 1 Zy;.
Uppgift 2. Los om mojligt ekvationen ¥ —4x+5=0i7Z, respektive i Z3.

Uppgift 3. Visa att C kan fas som 2 x 2-matriser med koefficienter i R med hjilp av en
godtycklig 2 x 2-matris J med karakteristiskt polynom som saknar reella nollstéllen.

Uppgift 4. Hitta ett irreducibelt andragradspolynom med koefficienter i Z3 och anvind
det for att konstruera en kropp med nio element som 2 X 2-matriser over Z3.

Uppgift 5 (Uppgift 8 pa tentamen 2018-01-10). Lat K vara delmingden av M>(Z7) som

ges av
K:{{Z _ab] :a,b€Z7}.

Visa att K bildar en kropp med 49 element och 16s ekvationerna x> 4 2x +2 = 0 respek-
tivex5 =1iK. (4 p)

Uppgift 6 (Uppgift 1 pa tentamen 2018-04-05). Lat k = {0, 1,a,1 + a} vara kroppen
med fyra element.

(a) Skriv upp additions- och multiplikationstabellerna for k. 2p)
(b) Bestim en matris A med koefficienter i Z, sadan att k kan representaras av ma-
triserna {0,1,A,A +1}. 2p)

Uppgift 7 (Uppgift 1 pa modelltentamen 2017). Foljden {x;};>¢ definieras genom den
linjdra rekursionen x;;, = x;+1 + x;, for i > 0 och xo = x; = 1. Bestdm x,¢;7 om rik-
ningarna sker i Zj. 4p)

Uppgift 8 (Uppgift 1 pa tentamen 2018-05-02). Lat k = {0, 1,—1} vara kroppen med
tre element.

(a) Bestim alla andragradspolynom x” + ax + b med koefficienter i X som inte har

nagra nollstéllen i k. 2p

(b) Bestdm en matris A sadan att matriserna {al +bA: a,b € k} bildar en kropp med

nio element. 2p



SF'1681, ovning 14

Uppgifter om tensorer och tensorprodukter
Tentamen 2021-01-11, uppgift 3
Lat C vara de komplexa talen betraktat som ett reellt vektorrum.
(a) Vad ér dimensionen av tensorprodukten C ® C?
(b) Visa att det finns en unik linjér avbildning L: C ® C — C sadan att L(z ® w) = zw for alla z,w € C.

(¢) Bestédm en bas for kiirnan till L.

Tentamen 2022-01-11, uppgift 7

Lat V vara ett komplext vektorrum och definiera en avbildning f: VXV — V@V genom f(X,y) =xQy -y ®Xx.
Visa att det finns en unik operator L pa V ® V sadan att L(x ® y) = f(x,y). Visa att V®V =1im L & ker L &r en
inre direkt summa.

Tentamen 2024-01-10, uppgift 6
Lat V=C3ochlat L:V — V ges av L(z1, 72, 73) = (73,71, 7).
(a) Visa att detta ger en linjir avbildning LQ L: VeV -V V.

(b) Bestim egenvirden och egenrum fér L @ L.

Tentamen 2024-04-04, uppgift 3

Lat V = R3 och W = V @R. Den bilinjira avbildningen ® : V' x V. — W som ges av kryssprodukt och skaldrprodukt
genom ®(x,y) = (x X y,x-y) ger upphov till en linjir avbildning L : V@V — W.

(a) Bestdm rangen av L.

(b) Bestédm en bas for ker L.

Uppgifter om kroppar och kroppsutvidgningar

Tentamen 2024-04-04, uppgift 6

Lat F, vara kroppen med ¢ element dér ¢ &r en primtalspotens. Bestdm antalet matriser i M,, ,,(F,) som har rang 1
for positiva heltal m och n.

Tentamen 2024-01-10, uppgift 3

Lat Fs = {0, £1, £2} vara kroppen med fem element. Vilj en matris A i Ms o(F5) sadan att K = {al +bA : a,b € F5}
bildar en kropp med 25 element och bestim alla 16sningarna till ekvationen 2% =11 K.

Tentamen 2025-01-13, uppgift 3

Avgor om K = {al +bA : a,b € Z/5Z} &r en kropp for var och en av matriserna A i méngden

(28 A e wem

Uppgifter om Moore—Penroseinverser

Tentamen 2025-01-13, uppgift 9

Avgér for vilka par av komplexa matriser A och B av rang 1 som Moore—Penroseinversen uppfyller att (AB)T = B+ A+.
Observera att matriserna inte behéver vara kvadratiska, men produkten AB beh6ver vara definierad.



SF1681 Linjir algebra, fk
Tentamen
24 april 2025

. En Hammingkod C' av lingd 7 ges av nollrummet till matrisen

med koefficienter i kroppen Fy = Z/27.
(a) Bestdm en bas for C'.
(b) Bestim ett delrum W C F7 som uppfyller W & C = FJ som inre direkt summa.

. Lat V = C% och
B == {el — €3, € — €3, €3 — €4, €4 — €5, 95}
dir {ey, ey, e3, ey, €5} #r standardbasen for C°. Bestim den duala basen B* for V*.

. Bestdm singuldrvidrden och en ortonormal bas av vinstersinguldra vektorer till den reella
matrisen

A:

= O O
S = O

01111
1 0011
1 0101

(a) Definiera begreppet adjungerad operator.

(b) Ge ett exempel pa en operator som saknar adjungerad operator.

(c) Visa att alla egenvirden till en sjélvadjungerad operator pa ett komplext inre produkt-
rum &r reella.

(d) Visa att egenvektorer som tillhor olika egenrum till en sjdlvadjungerad operator &r
ortogonala mot varandra.

(a) Definiera begreppet primkropp.

(b) Visa att primkroppen i en kropp maste vara isomorf med Q eller med F,, = Z/pZ for
nagot primtal p.

(c) Ge ett explicit exempel pa en kropp med precis nio element.

. Avgor vilka karaktiristiska polynom som dr méjliga for 4 x 4-matriser A med koefficienter
i C med minimalpolynom g4 (x) = 2 +22% + 2. Ge exempel pa en matris for varje sddant
polynom.

. Matrisen B dr nilpotent och har tva Jordanblock av storlek 2 x 2 och tre Jordanblock
av storlek 1 x 1. Matrisen A uppfyller A*> = B. Avgér vilka mdjligheter det finns for
Jordanformen for A.

. Lat V och W vara #ndligtdimensionella komplexa inre prouktrum. Visa att det finns en
inre produkt pa V' ® W som uppfyller att
(a) <V1 X W1|V2 X W2> = <V1’V2><W1|W2>, for Vi,Vo 1V och Wi, Wy i W,
och att
(b) Ly ® L dr en unitér operator pa V' @ W om L, &r en unitdr operator pa V' och Ly &r
en unitdr operator pa .

. Lat V vara ett komplext vektorrum av dimension n ochlat X C V@V ochY C VVV
vara médngderna som ges av
X={u@v-veu:uvel}
och
Y={2u@veow-—-vwu-—-weuv:uv,welV}.

(a) Bestdm dimensionen avspan X CV ® V.
(b) Bestdm dimensionen avspanY CV @V ® V.



SEF1681, ytterligare uppgifter om tensorer och tensorprodukter

Egen uppgift 1
Lat V vara ett reellt inre produktrum med dim(V) = n < oo. Inre produkten ér en bilinjir form V x V — R, och kan
betraktas som ett element g € V* @ V*, dér g(v,w) = (v | w),, .

(a) Visa att g kan skrivas som g = ¢1 Q@ ¢1 + -+ - + ¢, ® @y, fOr nagra ¢q,..., ¢, € V*.

(b) Gar det att skriva g som i deluppgift (a), men med féirre &n n termer?

(¢) Antag att B: V x V — R &r en symmetrisk bilinjir form, det vill séiga ett element i V* ® V*. Visa att det gar
att skriva B = s191 @ ¢1 + « - - + Sindm Q Oy, fOr nagra sy, ..., s;m € R och nagra ¢q, ..., ¢, € V*, dir m < n.

(d) Visa att talen sy,..., s, i deluppgift (c) alltid kan véljas till £1. N&r kan alla viljas till 17

Egen uppgift 2
Lat V vara ett reellt vektorrum med dim(V) = n < oo, och lat W beteckna mingden av alla R-linjira avbildningar
V — C, déar vi betraktar C som ett reellt vektorrum.

(a) Om vi definierar (c¢)(v) = cp(v) for c € C, ¢ € W och v € V, visa att detta gor W till ett komplext vektorrum.

(b) Betrakta det reella vektorrummet Vi := V ® C, diir C betraktas som ett reellt vektorrum. Visa att det gar att
gora V¢ till ett komplext vektorrum, pa ett sadant sitt att multiplikationen med komplexa skaldrer uppfyller
cv@l)=v®cforce CochveV.

(c) Visa det finns en unik bilinjér form B : Vg x W — C som uppfyller B(v ® 1, ¢) = ¢(v).

(d) Visa att B &r ickedegenererad, och dra slutsatsen att W = (Vg)*.

Egen uppgift 3
Betrakta ett reellt vektorrum V' med dim(V) = n < oo, och antag att J : V' — V ér en linjér avbildning som uppfyller
J?= 1.

(a) Visa att V blir ett komplext vektorrum om komplex skaldrmultiplikation definieras enligt (a + bi)v = av + bJv.
Vad séger detta om n?

Vi later V; beteckna V' betraktat som komplext vektorrum med denna skaldrmultiplikation. Ett annat séitt att fa
ett komplext vektorrum fran V &r ett betrakta den sa kallade komplexifikationen Ve := V ® C, som vi i uppgift 2
definierade en komplex vektorrumsstruktur pa.

(b) Visa att det finns en unik (komplext) linjér avbildning J¢ : Vo — Vi som uppfyller Je(v ® 1) = Jv ® 1, och att
denna uppfyller JZ = —1: Vg — V.

(¢) Visa att J¢ dr diagonaliserbar med egenviirden =i, och beskriv egenrummen F; och F_;.

(d) Visa att Vy &r isomorf med egenrummet E;, och antiisomorf med egenrummet E_;.

Egen uppgift 4
Lat V vara ett dndligdimensionellt reellt inre produktrum, och lat W C V vara ett delrum. Vidare, lat ¢ : W — V
vara inklusionen, det vill séiga ¢(v) = v for alla v € W.

(a) Visa att den duala avbildningen ¢* : V* — W* #r surjektiv, och dra slutsatsen att W* = V*/W°, dir W° =
ker(:*). Beskriv ¢* och W° explicit.

(b) Betrakta den ortogonala projektionsavbildningen p := projy : V. — W. Visa att den duala avbildningen
p* : W* — V* uppfyller ¢* o p* = id : W* — W*, och didrmed ger en isomorfi' mellan W* och delrummet
im(p*) C V*. Kan du beskriva explicit vad isomorfin gor?

(c) Visa att V* = im(p*) @ W°, och dra slutsatsen att
Vi@ V" = (im(p*) @ im(p")) © (W° @ im(p*)) & (im(p*) @ W) & (W° & W?°)
(d) Inre produkten kan betraktas som ett element g € V* @ V*. Visa att g ligger i delrummet
(im(p*) @ im(p*)) & (W° @ W°) C V* @ V*.

INotera att denna isomorfi beror pa valet av inre produkt pa V, och att det i allménhet inte finns niagon naturlig sadan isomorfi.




Egen uppgift 5

Antag att V dr ett dndligdimensionellt reellt inreproduktrum.
(a) Visa att det finns en linjér avbildning
T:VRQVQVIQVF 2V QV* Ve V*
som uppfyller
T(P1 ® g2 ® ¢3 @ 1) = P1 ® P53 ® P2 @ Pa.
(b) Den inre produkten pa V kan betraktas som ett element g € V* ® V*. Visa att elementet
T(gRG eV IV V'V =2 (VeV) e (VeV)"

definierar en inre produkt pa V @ V.

(¢) Med avseende pa denna inre produkt, bestéim ortogonala komplementet till Sym?(V) = span{v @ v | v € V'}.

(d) Lat w € V vara en fix vektor, och visa att det finns en unik linjir avbildning i, : V@ V' — V som uppfyller
iw(v@w) = (u | v)w for alla v,w € V. Bestdm den adjungerade operatorn il, : V. — V ® V, med avseende pa de
inre produkterna pa V och V@ V.

Egen uppgift 6

Lat V vara ett reellt inre produktrum med dim(V) = 4, och betrakta tensorprodukten V4 =V @V eV V.
(a) Visa att det finns linjéra avbildningar Ly, Lo, Lz : V®* — V®4 som uppfyller

1
Ll(’l}1®’02®’l}3®’04):7(U1®’U2®’U3®’U4+’02®U3®’01®7}4+’03®U1®’02®7}4),
3

och
Ly(11 @02 @ v3 Q) = (11 @ V2 + V2 @ V1) @ V3 @ vy,
samt
L3(v1 @02 @03 Q@ v4) =01 QU3 ® U3 @ Vg — V3 Q@ Vg ® V1 & Vg,

for alla vy, ve,v3,v4 € V.
(b) Bestidm dimensionen hos delrummet? C := ker(L;) Nker(Lz) Nker(L3) C V&4,

(c) Visa att det finns® en unik linjir avbildning r : C — V ® V som uppfyller r(v; ® vo ® v3 ® v4) = (v | v3) v1 ® vy4
for alla vy, ve,v3,v4 € V. Bestdm dimensionen hos delrummet® W := ker(r) C C.

T uppgift 5 sag vi att en inre produkt pa V definierar en inre produkt pa V' ®@ V', och detta ger (som vi har sett innan)
en isomorfi V@V 2 (V@ V)*. Dirmed kan V®* identifieras med rummet (V@ V)*® (V®V) = Homg(VeV,Ve V).

(d) Antag att T € W C V®4: enligt diskussionen ovan svarar 7' mot en linjir avbildning T:VQV —=V®V. Visa

att T &r sparfri (det vill sdga Tr(T') = 0) och sjilvadjungerad (med avseende pa inre produkten pa V @ V).

Egen uppgift 7

Lat V vara ett reellt dndligdimensionellt inre produktrum med inre produkt (- | -);,. Antag att J : V — V &r en linjér
avbildning som uppfyller J? = —I och (Jv | Jw)y, = (v | w),,, det vill séiga J &r en isometri med avseende pa (- | -)y.

(a) Om V betraktas som ett komplext vektorrum V; som i uppgift 3, &r (- | -);, da en (komplex) inre produkt pa
Vi?

(b) Betrakta nu komplexifikationen Ve = V®C, och visa att det finns en unik (komplext) bilinjér form g¢ : Ve x Ve —
C som uppfyller gc(v® 1,w ® 1) = (v|w) for alla v,w € V.

(c) Fran uppgift 3 vet vi att det finns en isomorfi L; : V; — FE; C V¢ och en antiisomorfi Ly : V; — E_; C Vg,
dir Ey; dr egenrummen for avbildningen Jg¢ : Vo — Vi som beskrivs i den uppgiften. Visa att (v | w)VJ =
gc(L1(v), La(w)) definierar en inre produkt pa V.

(d) Antag att T : V — V ér en (reellt) linjir operator, och att T dr en isometri med avseende pa den reella inre
produkten (- | -),,, och antag dven att T" kommuterar med J, JT = T'J. Visa att T, betraktad som avbildning
Vy — Vy, ér en unitér (med avseende pa inre produkten (- | -);, ) operator.

2Rummet C dr rummet av sa kallade algebraiska krékningstensorer pd V.

3 Avbildningen r kallas for Riccikontraktionen, och forekommer bland annat i Einsteins filtekvationer inom allmin relativitetsteori.

4Rummet W &r rummet av si kallade algebraiska Weyltensorer pd V. Inom allmén relativitetsteori studerar man krékningstensorn R,
som &r ett element i V®4, dir V i#r ett vektorrum som representerar majliga riktningar i rumtiden. Krékningstensorn beror i allménhet pa
vilken punkt i rumtiden man méter den i, och &r ett sa kallat tensorfdlt. I omraden med vakuum géller att R € W i alla punkter, och W
beskriver hur gravitationsvagor propagerar genom sadana omraden.



SE1681, uppgifter om yttre algebran (extramaterial)

Tidigare ars kursomgangar av SF1681 har innefattat yttre algebran som moment. Detta moment var ursprungligen planerat att
inga i denna kursomgang, men det har i efterhand beslutats att materialet om yttre algebran inte kommer examineras
(dvs det kommer inte pa tentan) i kursomgang HT25, och att det heller inte kommer ges nagra foreldsningar om det.
Nér jag fick detta besked hade jag redan forberett detta 6vningsblad om yttre algebran, som jag publicerar hir for dem som &r
intresserade och vill ha ytterligare material inom linjér algebra utéver kursen.

Yttre algebran gas igenom i forra arets foreldsningsanteckningar av Mats Boij, som ger en kortfattad introduktion till
begreppen. Dessa anteckningar ger tva ekvivalenta (naturligt isomorfa) definitioner av den yttre algebran: en definition via
baser, och en definition som en kvot av tensoralgebran.

Ett annat synsétt pa yttre algebran ges i forsta avsnittet i kapitel 14 i boken Introduction to Smooth Manifolds av John
M. Lee (tillginglig gratis for KTH-studenter via KTHB hér). I detta avsnitt ges en kortfattad och elegant genomgang av den
yttre algebran for dndligdimensionella reella vektorrum, och yttre algebran definieras i termer av alternerande tensorer (vilket
inte fungerar 6ver godtyckliga kroppar, men kan vara enklare att forsta). Boken har dven en bra genomgang av tensorer och
tensorprodukter i de tva forsta avsnitten i kapitel 12, och har &ven en kortfattad referens/genomgang av grundliggande begrepp
i linjar algebra i appendix B. Boken handlar egentligen om differentialtopologi, men just dessa avsnitt dr bara linjdr algebra
och kraver inga férkunskaper inom topologi eller geometri.

For er som kan tyska dr ocksa avsnitt 5.1 i dessa foreldsningsanteckningar en bra introduktion till bade tensorer och yttre
algebran.

Tentamen 2020-01-09, uppgift 3

0 1 2
LatV=C3ochlat A=|[-1 0 -=3].
-2 3 0

(a) Visa att det finns en unik linjér avbildning L : A°V — C sadan att L(z Ay) = 27 Ay for alla z,y € V.
(b) Bestdm en bas fér kdrnan till L.

Egen uppgift

Fran flervariabelanalysen minns vi att ett skaldrfalt & en C°°-funktion f : R® — R, att ett vektorfdlt &r en C'°*°-avbildning
F :R® = R3, och att vektorfilt kan uttryckas som

dir € = {e1, e2, e3} &r standardbasen for R?’, och Fi, F», F3 ar reellvirda C°°-funktioner.

(a) Fér ett vektorfilt F pa formen ovan definierar vi en avbildning dF : R® — A?(R?) enligt

OF) OF OF OF. OF. OF:
dF(z,y,z) = (a—;el +a—;eg+a—;eg> Aey + (a—;el+a—;eg+a—;eg> A es

OF3 0F3 0F3

+(8m e1+ ay €2 + 02 65) €3

Om vi fixerar £ som utvald bas har vi Hodge-isomorfin % : A*(R®) — A'(R®), vilket ger upphov till en avbildning
*dF : R® — /\I(RS’) =~ R3, alltsa ett vektorfilt. Skriv upp ett uttryck for detta vektorfilt i termer av F. Kénner du igen
detta fran nagonstans?

(b) Ett 2-vektorfilt &r en C*°-avbildning G : R* — A?*(R®), och sadana kan uttryckas pa formen
G(z,y,2) = Gi(z,y,2) e2a Nes + Ga(x,y,2) es AN er + Gs(z,y, 2) e1 A ez,

dér G, Go, G ir reellviirda C*-funktioner. For ett 2-vektorfilt G definierar vi dG : R® — A*(R®) pa liknande sitt som
for vektorfélt:

oG oG oG oG oG oG
dG(z,y,z) = < 8171 er + 162-&-7163) Nez N\es+ (72614-72624-72 )/\63/\61

oy 0z ox oy 0z e
+ 7(96’3 e1 + 786‘3 e + —6G3 e Ner Ne
oz & y 2 9z & 1 2.

Likt deluppgift (a) far vi en avbildning xdG : R® — A°(R®) = R, allts ett skalirfilt.
Antag nu att F : R® — R® = A\'(R®) &r ett vektorfilt, sa att xF : R® — A?*(R®) &r ett 2-vektorflt. Skriv upp ett uttryck
for skaldrfiltet xd(xF) i termer av vektorfiltet F'. Kidnner du igen detta fran nagonstans?

Mer allméint &r ett k-vektorfilt en C*°-aybildning H : R® — A"(R®). For ett k-vektorfilt H kan ett (k + 1)-vektorfilt dH
definieras enligt samma monster som ovan.

(c) Lat f : R® — R vara ett skalirfilt; eftersom R 2 A°(R®) kan vi betrakta f som ett O-vektorfilt. Vi far en avbildning
df : R® — /\1(R3) =~ R3 alltsa ett vektorfilt. Skriv upp ett uttryck for detta vektorfilt i termer av f. Kénner du igen
detta fran nagonstans?

(d) Det gar att visa att d(dT") = 0 for alla k-vektorfilt T' (for alla k). Dessutom gér det att visa att om d7T' = 0, sa finns ett
(k — 1)-vektorfélt S sadant att T'= dS. Tolka dessa resultat for alla relevanta virden pa k, med hjilp av resultaten fran
de tidigare deluppgifterna.


https://link.springer.com/content/pdf/10.1007/978-1-4419-9982-5.pdf
https://www.math.uni-potsdam.de/fileadmin/user_upload/Prof-Geometrie/Seyedhosseini/Diffgeo1.pdf

Uppgift 12. Lat Alt?(V) C V@V vara de alternerande tensorerna (Definition 2.21). Visa
att det finns en naturlig isomorfi AV 22 Alt(V).

Uppgift 13.  (a) Visa att multiplikationen i Sats 3.27 for £ = 1 motsvarar Laplaceut-
vecklingen av determinanten av en matris efter en rad eller kolonn.

(b) Visa att multiplikationen i Sats 3.27 for £ > 1 motsvarar en generalisering av
Laplaceutvecklingen av determinanten av en matris efter flera rader rad eller
flera kolonner.

(c) Skriv upp den explicita Laplaceutvecklingen av en 4 x 4-determinant efter de tva
forsta raderna.

Uppgift 14. Verifiera att det dr kryssprodukten som fas for V = R? med den vanliga inre
produkten som indikeras i Exempel 3.28 dér vi far multiplikation
2
AV XV — \Vyizy.

Uppgift 15. Genomfor forsta steget i beviset av Sats 3.21 explicit for fallen n = 2 och
n = 3, dvs utveckla uttrycken

(aj1e1+aziex) A (arner +axer)
och
(aj1e1 +aziex+azies) A (arne; +axner +azzes) A(ajze; +axer +aszzes).

Uppgift 16 (Uppgift 7 pa tentamen 2019-01-09). Lat V = C" med bas {ej,ey,...,e,}.
Bestdm rangen av den linjira avbildningen

L: /2\\/ — /3\\/
som ges av L(x) =xA(e;+ey+---+ey,), forx e A2V. 4 p)
Definition 2.21. Delrummet Sym?(V) CV ®V av symmetriska tensorer ges av
Sym?(V) = Span{x®x: x € V}.
Delrummet Alt>(V) C V ®V av alternerande tensorer ges av

Al?(V) = Span{x®@y —y®x: x,y € V}.
Sats 3.21. Om f,,1>,... 1, dr vektorer i V dir f; =) aje; dr

fiANB A A, =det(A)e; Aex A--- Aey,.

Bevis. Genom att utveckla vinsterledet

A A Al = (Y ajie)) A (Y ajpe;) AN (Y ajne))
far vi n" termer, men alla termer som innehaller upprepade basvektorer blir noll. Dér-
med blir det en summa av n! termer dér alla ér a;, 1a;,2 - - - a;,n€;; A\ €, N\--- Ne; . Enligt
ovan kommer tecknet bero pa hur méanga par som star i fel ordning i listan (iy,12,.. ., i)
och det &r precis sa determinanten dr definierad. U
Sats 3.27. Om vi har en volymform ® sd dir multiplikationen N'V x N" 'V —s \'V =
k en icke-degenererad’ bilinjiir form och vi kan identifiera

¢ n—t \*

AV AV .
Sats 1.14 séger att avbildningen b : V' — V™, dér b(v) = (v|, &r en isomorfi nir dim(V) < co.
Exempel 3.28. Om V ir ett reellt inre produktrum kan vi identifiera V med V* (via
Sats 1.14) och dven (A"~V)* med \"~*V. Viiljer vi en ortonormal bas och volymfor-
men @ = e A---Ae, sa ger Sats 3.27 precis Hodge x-isomorfi.

Speciellt, om V = R? med den vanliga inre produkten si ger den yttre produkten en
2

multiplikation
b AV XV — \Veyiey.

Denna multiplikation &r det vi kiinner som vektorprodukt eller kryssprodukt.
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