KTH, Matematik
Maria Saprykina

Losningsforslag till tentamen i SF1683 och SF1629 (del 1)
23 oktober 2017

Tentamen bestar av sex uppgifter dir vardera uppgift ger maximalt fyra podng.

Preliminéra betygsgrinser: A-21 poang, B-19, C-16, D-13, E-11, Fx-10.

Det finns mojlighet att komplettera betyget Fx inom 4 veckor. Kontakta i sa fall Maria Saprykina.
Inga hjidlpmedel ar tilldtna vid tentamen.

OBS: For full poing krivs fullstindiga, tydligt presenterade och vidlmotiverade l6sningar som dr
latta att folja. Markera dina svar tydligt.

1. Betrakta differentialekvationen
dy

at =y(y — a).

a). Bestdm de kritiska punkterna samt rita faslinjen i fallen da & < 0, & = 0 och o > 0.
Losning. Kiritiska punkter:

yly—a)=0<y=_0ellery = .

b). Lat o = 1. Bestdm explicit den 16sning som uppfyller y(0) = 2, och ange for vilka positiva
t som den &r definierad. Bestdm direfter den 16sning som uppfyller y(0) = 1/2 samt ange for
vilka t > 0 som den &r definierad.

Vilka (vilken) av de tva 1osningarna ovan &r begrinsade for alla t > 0?

Losning. Ekvationen dr separabel. Vi separerar variablerna och integrerar:
d d d —1
HC:/_@/: Ay _yzln‘y_‘_
yly—1) y—1 y Y
= Ce'.

Betrakta 16sningen som 'uppfyller y(0) = 2. Vi har y(0) > 1 (dvs y(0) ligger i det intervallet
dir dy/dt = y(y — 1) > 0). Eftersom systemet dr autonom och hogerledet y(y — 1) dr kontinuer-

Detta dr ekvivalent med ‘nyl

ligt deriverbar, har vi y(t) > 2 for alla ¢t > 0. Dérfor har vi ‘y—;l‘ = yT_l for alla ¢t < 0. Insdttning
av begynnelsevirdet ger och C' = 1/2, och

1

YT 112

Denna funktion &r definierad for 0 < ¢ < In 2. Motsvarande 16sning dr obegrinsad (det foljer
fran den explicita formeln eller fran faslinjen).



Betrakta 16sningen som uppfyller y(0) = 1/2. Vihar 0 < y(0) < 1 (y(0) ligger mellan kritiska
punkterna 0 och 1), och dirfor 0 < y(¢) < 1 for alla ¢ > 0. I denna intervall har vi ‘yy;l‘ = I_Ty
Inséttning av begynnelsevirdet ger och C' = 1, och

1
e+l
Denna funktion dr definierad for alla ¢ > 0. Motsvarande 16sning dr begrinsad och gar mot 0 da
t — oo (det foljer fran den explicita formeln eller fran faslinjen).

y:

2. Det ir litt at se att y(z) = x3 dr en 16sning till ekvationen

22y (z) — xy/(x) — 3y(z) =0, x>0,

Bestdm den allménna 16sningen till ekvationen

2%y (x) — 2y (z) — 3y(v) = 42, x> 0.

Losning. Vi kan anvinda reduktion av ordning. Da soker vi en 16sning pa formen y(z) =

x3u(x). Insittning i ekvationen ger:

25U 4 bu'xt = 4a3.
Vi infér en ny variabel v := u’. D4 250’ + 5vx? = 423, Observera att detta kan skrivas om:
1 C
(2v) =4’ e Pv=2"+Ceov="4 —
x  xd
Detta ger u = Inx + % + Cy, och

y(r) = 2Pu(z) = 2*Inz + G + Coa®.
x

Observera att y; = 2% och y; = % utgdr en fundamental 16sningsméngd for den homogena ek-
vationen ovan, eftersom de &r 16sningar och Wiy, ys] # 0 for x > 0 (Verifiera!). Funktionen
yp(x) = 2% Inz (som motsvarar C; = Cy i formeln ovan) dr en partikuldr 16sning till den in-
homogena ekvationen ovan. Dirfor ges den allménna l6sningen till den inhomogena ekvationen
av

C
y(z) = 2’ Inz + — + Coz®.
x
3. a). Los begynnelsevirdesproblemet 2p.

X' = (_51 i’) X, X(0)= G)

Losning. Matrisen har egenvérden r; = 2 och o = 4 med motsvarande egenvektorer 1V, = (_11)
och V5 = (_13) Den allminna 16sningen till systemet ges av

-1 -3
X(x) =1 V1e™" + Ve = cl( ] >e2‘” + 02( ] )e“.



b). Bestdm den allménna I6sningen till systemet 2p.

, (5 3 —5z + 2
oo (5 e ()
(aerb

Losning. Vi ansitter en 16sning pa formen X = i
X

( x/4+29/16
5x/4+39/16

) och sitter in i systemet. Man far X, =
). Den allminna 16sningen blir

X(2) =0 (_11) e* + ¢ (_13> et + <5Z//4412399//1166)'

4. Betrakta systemet

=y
Y = —ay+axd —x

ddr a > 0 &dr en parameter och = = z(t), y = y(t) dr beroende variabler. For varje val av a > 0
klassificiera motsvarande kritiska punkter av systemet med avseende pa typ av faspotritt (sadel,
nod osv) och stabilitet (stabil, asymptotiskt stabil eller instabil). Man behover inte ange typ for
fallet a = 2.

Losning. De kritiska punkterna ges av

y=0
ar® —x =0

Om a = 0 har vi en kritisk punkt (0, 0). Observera att for a = 0 &r systemet linjr:

=y
y = —x

Dess egenvirden ér 7 » = =4 (imagindra). Den kritiska punkten &r ett centrum, den ir stabil.
Om a > 0 har vi tre kritiska punkter: (0,0), (= NG 0) (—\/ia, 0). Jakobianen for systemet har
form

o= (24 1), om= (4 1), sudn-(8 L)

J(0,0) har egenvirden ry 5 = _“i‘/aT

For0 < a < 2dr [m(n 9) # 0, och Re(rl 2) = —a < 0. Kritiska punkten &r en stabil spiral.

For a > 2 dr egenvarden reella. Eftersom v/a? — 4 < a, har vi r; » < 0. Kritiska punkten 4r en
stabil nod.

Vidare, J (:I:\/LE, 0) har egenvirden 71 » = %m. Eftersom v/a? + 8 > a, har vi att 1y 5 har
olika tecken. Kritiska punkten dr en sadel (instabil).

5. Bestdm rekursionsrelationen for potensserielosningen till Legendres ekvation
(1 —a?)y"(z) — 229/ (x) + 20y(z) = 0
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kring punkten x = 0.
Bestim den 16sning som uppfyller y(0) = 1, ¥/(0) = 0.

Losning. Beteckna P(x) = 1 — 2. Eftersom alla koefficienter i den linjéra ekvationen ovan ér
analytiska i en omgivning av origo, och P(0) # 0, dr origo en ordindr punkt for ekvationen. Vi
soker en losning pd formen y(z) = >~ a,z". Derivering ger:

o0 o0

y'(z) = Z na,z" ! = Znanm”_l,
n=1 n=0
y'(x) = i apz" = i(n +2)(n + 1)aps22™.
n=2 n=0
Insittning ger:
i ((n+2)(n + 1)apss — n(n — 1)a, — 2na, + 20a,) 2™ = 0
n=0

Denna serie ir identiskt lika med O om och endast om alla koefficienter ir lika med 0. Vi far
rekursionsrelationen

n?+n — 20 ~_ (n+5)(n—4)
nt2)nt )" mt)mr ™

Villkoret y(0) = 1 ger ag = 1, villkoret ¢'(0) = 0 ger a; = 0. Rekurrensrelationerna ger:
as = a5 = ... = Qop4+1 = O, och

35
a; = —10, a4 = 37

Alltsa, 16sningen till begynnelsevirdesproblemet ovan &r

GGICLg:...:GQn:O.
35
y(x) =1 — 1022 + §x4.

6. Avgor om foljande pastaenden dr sanna eller falska. Fullstindig motivering kravs! Varje kor-
rekt delsvar ger 1p.

a). Losningar y; = 2e’ + e och 3, = 2e! + 3¢ bildar en fundamental 16sningsmiingd for
ekvationen

y'(t) = By (t) + 6y(t) = 4e’.

Losning. Falskt! Ekvationen dr lindr inhomogen, och har dirfér ingen fundamental 16sningsmangd.
(Detta begrepp har ingen mening eftersom en linjar kombination av tva 16sningar behover inte
vara 16sning. Till exempel, y; — y, &r inte en 16sning till ekvationen ovan.

b). Om X ir en instabil kritisk punkt till systemet
X' = f(X),
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sa for varje € > 0 finns det ett 6 > 0 sadan att for varje 16sning X = X(¢) som uppfyller
| X(0) — Xo| < ¢ giller att | X (t) — Xo| > € for alla tillrickligt stora t > 0.

Losning. Falskt! Om X &r en instabil kritisk punkt till systemet ovan, sa finns det en € > 0
sadan att for varje § > 0 finns en 16sning X = X(¢) som uppfyller | X (0) — X,| < 0 men
| X (t) — Xo| > € for nagot t > 0.

Man kan ocksa sdga sa hér: Instabilitet behover inte medfora att alla 16sningar som startar néra
0 ldmnar en fixerad omgivning. Betrakta systemet Z—f = x, % = —y. Origo dr en sadelpunkt,
alltsd instabil. Tag ett ¢ > 0. Vilken &dr § > 0 vi tar, sa finns det alltid en 16sning (till exempel,

med begynnelsevirden x(0) = 0, y(0) = 6/2) som konvergerar mot 0 da ¢t — oc.

¢). For varje kontinuerlig funktion f : R — R sa giller det att om y; och y, dr I6sningar till

W1y = sy

(definierade pa R), sé dr y3 = y,y- en 16sning till ‘2—3;(15) = f(t)y(t).
Losning. Falskt! Lat y3 = y1y2. Da giller for alla ¢ att

Ys = (1192)" = y1v2 + 19 = 2fy1ya = 2fys.
Men om y3 ér en 16sning, sd maste y; = fy; for alla t. Vi ser att y3 dr en 16sning om f(t)ys(t) =
2f(t)ys(t) for alla t. Detta krav dr inte uppfylld for alla f och alla 16sningar.
Man kan ocksa svara med ett explicit motexempel.

d). Det finns en kontinuerligt deriverbar funktion f sadan att ekvationen

Y1) = 1ye)

har en kontinuerligt deriverbar 16sning y(¢) definierad pa ett 6ppet intervall / med egenskap att
y'(t1) < 0ochy'(tz) > 0 for nagra ¢y, ty € 1.

Losning. Falskt! Antag motsatsen: att det finns en kontinuerligt deriverbar 16sning y(t) definie-
rad pa ett oppet intervall / med egenskap att 3/ (¢;) < 0 och y/(t2) > 0 for nagra ¢y, t € 1.

Eftersom bade funktionen f(y) och l16sningen y(t) &r kontinuerliga, sa dr sammansittningen
f(y(t)) kontinuerlig. Eftersom f(y(¢1)) = v'(t1) < 0 och f(y(t1)) = ¥/(t2) > 0, sé finns det
en punkt to mellan ¢; och t5 dér f(y(t9)) = 0. Men ekvationen ir autonom, och f(y(to)) = 0
medfor att y(t) = y(to) for alla ¢t € I dr (ekvilibrium) 16sning.

Eftersom f dr kontinuerligt deriverbar, kan entydighetssatsen tillimpas. Denna medfor att ek-
vilibriuml6sningen y(t) = y(to) for allat € I dr den enda 16sningen som uppfyller y(t) = y(to).
Men for ekvilibriumlosningen har vi ¢/ (t1) = v/(t2) = 0, vilket strider mot antagandet.



KTH, Matematik
Maria Saprykina

Losningsforslag till tentamen i SF1683 och SF1629 (del 1)
18 december 2017

Tentamen bestar av sex uppgifter dir vardera uppgift ger maximalt fyra podng.

Preliminéra betygsgrinser: A-21 poidng, B-19, C-16, D-13, E-11, Fx-10.

Det finns mojlighet att komplettera betyget Fx inom 4 veckor. Kontakta i s& fall Maria Saprykina.
OBS: For full poing krivs fullstindiga, tydligt presenterade och vidlmotiverade l6sningar som dr
latta att folja. Markera dina svar tydligt.

1. Betrakta differentialekvationen

, 1
Ty —y=-—.
Y
a). Bestdm den 16sning till differentialekvationen som uppfyller y(1) = —2. Bestidm losningens
existensinterval.
Losning. Ekvationen kan skrivas om som
v +1

xy =
Yy

Den ér separabel, och for  # 0 &r den ekvivalent med

ydy dr 1 9 2 1/2
/y2+1_/?<:>§ln(y +1) =Infz[+C & (¥ + 1) = Cyla],

dir Cy = e“t > 0. Eftersom begynnelsevirdet ér angivet i # = 1 > 0, betraktar vi intervallet
x > 0 (och hdr z = |z|). Vi far 16sningar y = v/Cz? — lellery = —/Ca? — 1.
Begynnelsevirdet ger: —2 = —/C — 1 < C' = 5. Losningen till begynnelsevirdesproblemet

iry = —v/522 — 1. Den ir definierad for alla 2 > \/Lg

b). Kan man hitta en 16sning y = ¢(x), = > 0, till differentialekvationen ovan samt positiva
tal z1, x2 sddana att (1) < 0 and ¢(x2) > 0?

Losning. Antag att x; < x9. For x > 0 har viy/ = y?yrl, dvs ¢/(z) har samma tecken som y.

Omy = ¢(z1) < 0, sd dr ¢(z) avtagande, och dirfér maste vi ha ¢(z2) < ¢(x1) < 0. Svaret &dr
Ne;j.

2. Det ér ltt at se att y(x) = x? #r en 16sning till ekvationen
22%y" () — xy'(x) — 2y(x) = 0, x>0,
Bestdm den allménna 16sningen till ekvationen

20%y"(2) — 2y (x) — 2y(z) = 132°, = > 0.
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Losning. Beteckna y;(x) = 2. Vi kan anviinda reduktion av ordning och stka 16sningen pa
formen y(x) = y;(z)u(x). Vi deriverar ansatsen och sitter in i ekvationen. Efter forenkling far
Vi:

. , 7 13
723 (1) + 2% (2) = 132° & ' (2) + 2—1/(:10) = 71‘2.
x

Lat v(z) = «/(x). Da far vi en forsta ordningens ekvation

7 13

v'(z) + %v(x) = 7x2.
Multiplicerar med integrerande faktor 27/
(vx7/2)/ _ Ex%?/Q _ Exn/g
2 2

Integrering ger:
v =22 L C e =v=23+Cs7? o ulx) = }lx‘l + Chz™? 4 O,
Den ursprungliga ekvationen har 16sningar
y(z) =y (x)u(z) = Cra=? + Cya® + ixq

Denna formel beskriver den allménna Iosningen till den ursprungliga ekvationen. Motiverig ér
foljande:

Den allménna 16sningen till en inhomogen linjir ekvation dr summa av en 16sning till denna
ekvation och den allménna 16sningen till motsvarande homogena ekvationen.

Bade y; = 22 och y» = 2~ /2 dr 16sningar till den homogena ekvationen. De utgdr en funda-
mental 16sningsméngd for den homogena ekvationen eftersom

Wiy, ye) #0 for x > 0.

(Verifiera!) Funktionen y,(z) = 125

7 @r en 10sning till den ursprungliga inhomogena ekvationen.

3. a). Los begynnelsevirdesproblemet

X' = (_12 _02) X, X(0)= G)

b). Skissa nagra 16sningskurvor i en omgivning av origo.

Losning.  Systemets matris har komplexa egenvéirden 1 = —1 + ¢ och 1, = —1 — 4. En
egenvektor motsvarande r; = —1 + i &r Vi = ('7). En komplex 16sning &r

) 1—2
7(t) = (—1+a)t )
(t) = e (_1)

Eftersom systemets matris dr reell, och r; # 75, vet vi att real- och imaginirdel av Z(t) &r tva
linjédrt oberoende 16sningar. Dessa ges av

X\(t) = Re(Z(t)) = et<

cost +sint

) Xalt) =z =

—cost + sin t>

—cost —sint



Den allménna 16sningen ges av X (t) = ¢; X (t) + co Xa(t).
Begynnelsevirdet ger:

X(0)=¢ (_11> + CQ(_Ol) = (D Sep=—1, cp=—2,

och losningen till begynnelsevirdesproblemet ges av

X(1) L (cost + sin t> Dot <— cost + sin t)
= —e — 2e .

—cost —sint

b). Eftersom matrisen har komplexa egenvirden med negativ realdel, dr 16sningskurvorna spi-
raller riktade mot origo. De roterar “moturs”. For att inse det, skissa en riktningsvektor, t.ex., i
punkt X = ((1)) Denna vektor dr X' = AX = (_02).

4. (SF1629) Bestim y(t) da

y(t) + 2/0'5 cos(t —u)y(u)du =1, t>0.

Ange dven y(0).
Losning. Observera att integralen ovan kan tolkas som faltning: (cosu * y(u)). Vi laplacetrans-
formerar ekvationen (betecknar Y'(s) := L[y|(s))):

s 1
Y 2 Y(s)=-.
() + s2+1 () s
Vi I6ser ut Y (s):
s2+1
Y(s) = :
(5) s(s+1)2
Partialbraksuppdellning ger:
1 2
Y(s)=-—
(s) s (s+1)

Inverstransformering ger
y(t) =1—2te".

y(0) kan bestimmas fran den ursprungliga ekvationen: y(0) = 1. Detta stimmer dverens med
l6sningen.

4. (SF1683) Anvind en lamplig Lyapunov funktion for att avgéra om kritiska punkten (0, 0) for
systemet

¥ =2y — a3

y/ = —p — y3
ar stabil, asymptotiskt stabil eller instabil. Tips: Sok en Lyapunov funktion pa formen V' (z,y) =

ax?® + bry + cy? med limpliga konstanter a, b, c. Formulera den sats du anviinder, motivera alla
steg.
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Losning. Antag att ett autonomt system

z' = F(z,y)
y = G(z,y)

dir (z,y) = (z(t),y(t)) har en isolerad kritisk punkt i origo. Antag att det finns en funktion
V' (z,y) som dr kontinuerlig med kontinuerliga forsta partiella derivator och positivt definit, samt
att funktionen

ov ov
ar negativt definit i en omgivning av origo. Da &r origo en asymptotiskt stabil fixpunkt (se Theo-
rem 9.6.1 i boken).
Vi soker Lyapunov funktion pa formen V' (z,y) = ax® + bxy + cy*. Lat (z(t),y(t)) vara en
16sning till systemet.

d _8V , OV ;o 3 o
EV(x(t),y(t)) =52 +8—yy = (2ax + by)(2y — 2°) + (bx + 2cy)(—z — y°)

= (4a — 2¢)zy — 2az* — 2cy* + 2by® — byx® — ba® — bay?®
Latoss viljab = 0, a = 1 ¢ = 2a = 2. D4 #r funktionen V(z,y) = 2% + 2y positivt definit

(dvs V(z,y) > 0 for alla (z,y) # (0,0)), och LV (x(t),y(t)) = —2z* — 4y negativt definit.
Lyapunovs sats innebr att kritiska punkten (0, 0) dr asymptotiskt stabil.

5. Betrakta Bessels ekvation:

2%y (x) + 2y (2) + 2”y(z) = 0.

a). Visa att O dr en reguljir singuldr punkt.

b). Bestim en potensserielosning y(x) som uppfyller (0) = 1.
Losning. Var ekvation har form P(z)y"(z) + Q(z)y'(z) + R(z)y(x) = 0 ddr P(x), Q(x) och
R(x) &r analytiska funktioner. Eftersom P(0) = 0, & x = 0 en singulér punkt. Eftersom bade

xggg = 1 och z? 1}353 = 2?2 har #ndliga grinsvirden dd x — 0, dr detta en reguljdr singulér
punkt.

Vi gor ansats for en losning: y(z) = Y a,z™"" dir r och a,, n = 0,1,2,... sokes, och
aop 7é 0.

Vi behover uttrycket zy(z) = >0 ap,z" 2 =" a, oz
Deriverar ansatsen och sitter in i ekvationen:

Y (z) = Z(n — a2y (2) = Z(n —7r)(n—r —1)a,a™t" 2
n=0 n=0
Z(n —r)(n—r—1)a,xz""" + Z(n —1r)a, " + Z Ap_ox" " =0
n=0 n=0 n=2
Jimfor koefficienter vid 2" for n = 0,1,2,.... For n = 0 har vi: r?aq = 0. Eftersom ay # 0

enligt antagandet, har vi 7 = 0 (dvs indexekvationen har en dubbelrot r = 0).



Vidare, n = 1 (och r = 0) ger a; = 0, och forn = 2,3 ... har vi
Noly = —0p_2.
Med hjélp av induktionsprincipen visar man att forn = 0,1,2, ...

(="
(27n!)?

aont1 =0, ag, = ag.

((2;111)!)”2”

Vi har y(0) = ag. Den 16sning som uppfyller y(0) = 1dry(z) =1+ > 7

och vi far losningar y(x) = ag Y,
( 1)7L

n= 12"n'

6. Avgor om foljande pastaenden &r sanna eller falska. Fullstindig motivering kridvs! Varje kor-
rekt delsvar ger 1p.
a). Ekvationen

y'(z) = siny(z) +2
har en begrinsad 16sning.

Losning. Falskt. Eftersom siny(z) > —1 forallax € R, har viy/(z) > 1 for alla = € R. Dérfor
kan begrinsade 16sningar inte finnas.

b). Begynnelsevirdesproblemet
dy

2 = sing — ———, y(0)=0
0 e¥ -sinx Eat y(0)
har en unik 16sning definierad i en omgivning av origo.
Losning. Sannt. Ekvationen har form % = f(z,y), dir f(z,y) = e “e¥" -sinz —e~ 2+1 Ob-

servera att bade f(z,y) och dily f(z,y) dr kontinuerliga i en omgivning av origo (faktiskt, for alla
(x,y)). Satsen om exixtens och entydighet av 16sningar medfor nu att begynnelsevirdesproblemet
ovan har en unik 16sning definierad i en omgivning av origo.

c). Lat f och g vara tva kontinuerliga funktioner fran R till R. Om ¢; och ¢, &r 16sningar till

Wity = rtyotn) + o),

(definierade pa R) sa &r dven 3¢; — 2¢, en 16sning till samma ekvation.

Losning.  Sannt. Lat y,(x) vara en 16sning till ekvationen ovan, och y;,(x) vara en icke-trivial
16sning till den homogena ekvationen %2 5. (t) = f(t)o(t). Varje 16sning till den ursprungliga ek-
vatione har form form

¢(x) = cyn(x) + yp(),
och alla uttryck av denna form 4r 16sningar till ekvationen. Vidare, lat ¢;(z) = c;yn(x) + yp(2),
it = 1,2, vara de givna losningarna. Da dr

31 — 202 = 3(c1yn(x) + yp(@)) — 2(cayn(x) + yp(2)) = (Ber — 2¢2)yn(x) + yp()

har samma form, och dr déarfor en 16sning till ekvationen.



d). Det finns ett § > 0 sadant att om |a| < 4, sa uppfyller 16sningen x = ¢(t) till begynnel-
sevidrdesproblemet

2"+ 20" =32 +r -2 =0, 2(0)=a, 2/(0)=0
att tliglo o(t) =0.

Losning.  Sannt. Detta problem handlar om stabilitet. Skriv om ekvationen som system: 14t
y:=12'.Day = 2", och vi far systemet

=y
y = —2y + 3y? — x + 223

Vi linjdriserar systemet i origo. Det linjériserade systemet har form X’ = AX dar

= (% )

Matrisen A har egenvirden r; = ry = —1 < 0. Detta medfor att det ursprungliga systemet ar
asymptotiskt stabil. Dérfor finns det § > 0 sadant att om (z(0)%+52(0))/2 < 6,54 (z(t), y(t)) —
(0,0) dd t — oo. Detta medfor pastaendet ovan som specialfall.



A. Szepessy, Institutionen fér Matematik, KTH

Tentamen

Differentialekvationer och transformmetoder, del 1, SF1683,
och Differentialekvationer och transformer II, del 1, SF1629.
Mandagen den 22:a oktober 2018 kl. 8.00-12.00

Inga hjdlpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).

Rad for att undvika poéngavdrag: Skriv 16sningar med fullstéindiga meningar och utforliga motiveringar.
Betygsgranser inklusive bonuspoing: E 12, D 14, C 16, B 19 och A 21 poéng.

Del A, som bestar av de fyra forsta uppgifterna, ger maximalt 16 podng inklusive bonuspéng.

Minst 10 poéng, men ej godkéint, ger resultat Fx, som innebéar ratt till komplettering.

Det finns tva alternativa uppgifter 5; bara en av dem far lamnas in.

1.(4p) En bagare, med en gammaldags ugn, behoéver uppskatta tiden det tar att baka ett
stort brod. Bagaren bestdammer baktiden till den tid det tar att na temperaturen 98 grader i
brodets centrum. Bagaren anvander en forenklad modell, ndmligen att temperaturédndringen per
tidsenhet i brodets centrum &r proportionell mot differensen av ugnens temperatur och brodets
centrumtemperatur. Ugnens temperatur ar konstant 200 grader. Brodets centrumtemperatur ar
25 grader néar bakningen borjar. Efter 7 minuter har temperaturen i brédets centrum stigit till
35 grader. Hur lang baktid ger en korrekt uppskattning med bagarens forenklade modell?

Lat T'(t) vara temperaturen i centrum av brodet vid tiden ¢. Vi har enligt forutsittningarna

ar) oo
T k(T* —T(t))

dér 7™ = 200, T'(0) = 25 och T'(7) = 35. Denna ekvation dr separabel och vi har

T
/T*_T—/kdt—ktJrC

som har 16sningen In ﬁ = kt 4+ C for en godtycklig konstant C. Vi har tva konstanter k& och
C som bestidms av T'(0) = Ty = 25 och T(7) = Ty = 35. Lat t; = 7. Vi far C = In =1~ och

To
In g:% = ktq. Vi soker tg sa att T'(ts) = Ty = 98 och far svaret
T*=Tp 175
o tlln 1, _ o
s = T Ty, 175 °
hr=p Inig

2.(4p) Antag att temperaturen T'(z) i position x i en stav uppfyller differentialekvationen

1+2)T"(x)+T'(x)=1, 0<z<]1,
1



2

med randvérdena 7'(0) = 1 och T'(1) = 3. Bestdm funktionen 7', som é&r kontinuerlig pa [0, 1]
och tva ganger deriverbar pa (0,1).

Vi ser att ((1 -+ .’L‘)T/), = (1 -+ l‘)T” + T’ (eller alternativt att 7" + ﬁT’ = 1_‘_% har integrerande faktorn

en(142) — 1 4 2 dovs. (1+2)7") = 1). Integration ger (1 + z)7"(x) = z + C och
p_e+C_etltC O

S+l 1+ax +1—|—x’
sa T(z) = o+ C'In(l + ) + D for godtyckliga konstanter C” och D. Randvillkoren ger
1=T(0)=D
3=T(1)=1+Cln2+1
Svar: T'(z) =1+ 2+ %

3.(4p) Bestam den allménna 16sningen till systemet av differentialekvationer
2’ (t) = 2z(t) + 3y(t) — 7,
y'(t) = —x(t) = 2y(t) + 5.

Lat A = _21 _32 . Den homogena l6sningen till x’ = Ax bestdms av egenvérdena r och
egenvektorerna ¢ till A. Vi har
Ozd“{%lr_Q{rl=—@—¢M$wﬂ+3:ﬁ—4+3:ﬁ—1

sar==+1. Lat £ = { Z } . Egenvektorn som hor till » = 1 uppfyller

ERIORY

som ger a + 3b = 0 och en egenvektor £ = [ _13 } . Det andra egenvéardet ger

saa+b=0o0ch = _11

Vi far den allménna homogena 16sningen

() = eret [ - } + et [ N } .



Ansatsen x, = [ g } ger x;, = 0 och

ERTINR

e o . |z T
vars 10sning ar § = 3 och a = —1. Svar: {y(t ]—cle [ 1

c1 och ¢y ar godtyckliga reella konstanter.

4. (4p) Betrakta differentialekvationen
y(x)=f(y), ==0.

a. Bestdm en funktion f : R — R si att fasportrattet for y : [0,00) — R ges av Figur 1, dir
y =0,y =1o0chy=2 ar jamviktslosningar.

Figur 1: Fasportritt for y' = f(y).

b. Bestdm en funktion f: R — R sa att fasportréttet for y : [0,00) — R ges av Figur 2, dér
y =0,y =1o0chy =2 &r jamviktslosningar.

V4 = a
0 1 2 4

Y

Figur 2: Fasportratt for y' = f(y).



a. Fasportriattet visar att y dr vixande for y < 0, avtagande for 0 < y < 1, viaxande for
1 <y < 2 och avtagande for y > 2, sa funktionen f ar positiv for y < 0, noll fér y = 0, negativ
for 0 < y < 1, noll fér y = 1, positiv for 1 < y < 2, noll fér y = 2 och negativ for y > 2.
Detta kan astakommas med t.ex. ett polynom av grad tre med nollstéllen i 0, 1 och 2, ndmligen

fy) =—yly—1)(y —2).

b. Fasportréttet visar att y ar avtagande for y < 0, vixande for 0 < y < 1, vixande for
1 <y < 2 och avtagande for y > 2, sa funktionen f &r negativ for y < 0, noll for y = 0, positiv
for 0 < y < 1, noll fér y = 1, positiv for 1 < y < 2, noll {6r y = 2 och negativ fér y > 2. Kring
jamviktspunkterna y = 0 och y = 2 byter f tecken men kring jamviktspunkten y = 1 skall f
inte byta tecken och uppfylla f(2) = 0 eftersom y = 2 &r en jamviktslosning. Detta kan losas
med ett dubbelt nollstélle i y = 1. Detta kan astakommas med t.ex. ett polynom av grad fyra
med nollstéllen i 0, 1 och 2, ndmligen f(y) = —y(y — 1)*(y — 2).

5. (4p) Lat u : [0,00) — R och v : [0,00) — R vara losningar till systemet av differentia-
lekvationer
) W' (t) = u(t) + v(t) — ut) (W?(t) + (1)), t>0

V() = —u(t) +ot) —o(t) (u?(t) +v*(t)), t>0.

a. Avgor stabilitet eller instabilitet av jamviktsldget u = v = 0.
b. Lat E(t) = u*(t) + v*(t). Bestam en differentialekvation fér F(t) och visa att E'(t) = 0, for
t>0,om E0) = 1.
c. Bestam till ekvationen for F i uppgift 5b alla jamviktspunkter fér £ samt deras karaktér.

a. Lat x(t) = {“éﬁ” och £(u,v) = {fu++vv__“5?;2++”53) ] Vi far £(0,0) = [8] och
Jacobianen
F'lu,v) = { 1:13322;52 1 ! ;ugu—vqf }
sa

, 11
roo-[ 1 1]
Denna matris har egenvirden r som uppfyller

1—7r 1

O:det[ 11—,

} =(1-r32+1

vilket ger » = 1 +1i. Vi ser att det linjariserade problemets jamviktsldget (0,0) &r en instabil
spiral, eftersom realdelen av egenvirdena ar positiva och imaginérdelen &r skild fran noll. Svar:
Eftersom minst ett (hér alla) egenvérde (for den kritiska punkten (0,0)) har positiv realdel har
aven det ickelinjara problemet en instabil jamviktspunkt i (0,0).



b. Lat E(t) = u*(t) + v*(t). Vi far

c. Viser att E = 0 och E = 1 ir jamviktsligen for E'(t) = Q(E(t) - (E(t))2> —: g(E(®)),

t > 0. Vifar ¢/(F) = 2(1 — 2F) och ¢'(1) = —2 och ¢’(0) = 2. Jamviktslidget £ = 0 &r dérfor
instabilt och £ = 1 ar asymptotiskt stabilt.

Alternativ uppgift 5.(4p) Formulera och bevisa en sats om asymptotisk stabilitet for skaldra
differentialekvationer y'(t) = g(y(t)) med ¢'(y1) < 0 i en jamviktspunkt y;.

6. (4p) Anta att spridningen av en sjukdom for ¢ > 0 beskrivs av
u'(t) = —au(t)o(t),

(2) V' (t) = au(tyu(t) — bu(t),

dér v(t) &r antalet sjuka, i tusental, vid tiden ¢ och u(t) &r antalet friska (som ej varit sjuka) i
tusental vid tiden ¢. Den positiva konstanten b > 0 anger takten att bli immun och den positiva
konstanten a anger smittotakten.

Bestdm det maximala antalet sjuka, d.v.s. max{v(t) : ¢ > 0}, fér givna godtyckliga véirden
a,b,u(0) > b/a och v(0) > 0.

Lat v(u(t)) = v(t). Fasplansmetoden ger att

d@_i—;’_v(au—b)_b ]
du—%_ —auv  au

och integration visar att
b
o(u) =—u+-Inu+C,
a

diar C ar en godtycklig konstant. Konstanten C' bestdms av begynnelsevillkoret C' = v(0) +
u(0) — 21Inu(0) vilket ger

b b b 0
(3) o(u) = —u+ —Inu +v(0) + u(0) — —Inwu(0) = v(0) + u(0) —u — —1nM :
a a a u
Vi ser att 0" (u) = —# < 0, sa v dr konkav med lim, o 0(u) = lim, o 0(u) = —00. Vi soker

max,>o 0(u). Maximum kan ej vara for u = 0 eller nér u — oo eftersom v — —oo da. Det finns



dérfor precis en punkt u, € (0,00) som maximerar v(u). Vi far 0 = dz(;i*) = -1+ %, som

ger u, = b/a. Eftersom v/ = —auv < 0 ar u avtagande och u, = b/a kan antas vid nagon tid.
Sambandet (3) ger nu svaret: maxyov(t) = v(0) + u(0) — (1 +In %) Vi kan studera virdeméingden
{u(t) : t > 0}. Vi ser att u(¢) ar avtagande eftersom v/ = —auv < 0. Om (u(¢),v(t)) = (Uoo,Voo) NAr ¢ — 00 &r (Uoco,Voo) €N

jamviktspunkt till (2). Dessa ges av v = 0 och u godtycklig. Vi far {u(t) : t > 0} = (u—, u(0)), dar u_ < b/a 16ser v(u_) = 0.



A. Szepessy, Institutionen fér Matematik, KTH

Tentamen

Differentialekvationer och transformmetoder, del 1, SF1683,
och Differentialekvationer och transformer II, del 1, SF1629.
Mandagen den 17:e december 2018 kl. 8.00-12.00

Inga hjdlpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).

Rad for att undvika poéngavdrag: Skriv 16sningar med fullstéindiga meningar och utforliga motiveringar.
Betygsgranser inklusive bonuspoéang: E 12, D 14, C 16, B 19 och A 21 poang.

Del A, som bestar av de fyra forsta uppgifterna, ger maximalt 16 podng inklusive bonuspéng.

Minst 10 poéng, men ej godkéint, ger resultat Fx, som innebéar ratt till komplettering.

Det finns tva alternativa uppgifter 2; bara en av dem far lamnas in.

1. (4p) Vid tiden ¢ = 0 innehaller en tank 100 liter vatten i vilket 500 gram salt &r lost.
Genom ett ror fylls tanken med 1 liter saltvatten per minut, som har koncentrationen 10 gram
per liter. Genom ett annat ror toms den vél omrorda saltlosningen i tanken med samma flode
1 liter per minut. Bestdm saltkoncentrationen som funktion av tiden ¢t > 0. Ange speciellt vad
koncentrationen blir nir ¢ — co.

Lat x(t) vara antalet gram salt i tanken vid tiden ¢. Koncentrationen blir da x(¢)/100 gram
per liter. Tanken tillfors 10 gram salt per minut och toms med x(t)/100 gram per minut. Vi far
da ekvationen

1y z(t)
x(t)-lO—m.

Ekvationen kan losas med integrerande faktor, som separabel ekvation eller med homogen och
partikulér 16sning. En partikulér 16sning dr =, = 1000 och den homogena l6sningen blir x,(t) =
ce” 10 Vi far z(t) = 1000 + ce /% och begynnelsevirdet x(0) = 500 ger z(t) = 1000 —
500419 Koncentrationen vid tiden t &r % = 10 — 5¢~*/1% gram per liter med gréinsvirdet
10 nér t — oo, d.v.s. efter lang tid narmar sig tankkoncentrationen inflodets koncentration.

2. (4p) Bestdm en potensserie, y(x) = > a,a™, som uppfyller differentialekvationen

y'(z) —ay'(z) —y(2) =0, z€R,
y(0)=1, ¥(0)=0,

och avgor seriens konvergensradie.



Vi far

y(x) = Z anx",
n=0

y'(z) = Z na,z" = Z na,z" ',
n=0 n=1

y'(2) =) n(n—1ax"? = Zn(n — 1a,z" 2.
n=0 n=2

Detta ger
y'(x) —xy'(x) —y(x) = Z n(n — Day,z" 2 — Z na,r" — Z a,z"
n=2 n=1 n=0

= 2ay — ag + Z ((n+2)(n+ L)apis — (n+ 1)a,)a",

n=1
vilket medfor
2@2 — ag = 0,
apnion+2)(n+1)—a,(n+1)=0, n=1,2.3,....
Vi far ag = y(0) = 1 och a; = 4/(0) = 0 och a2 = a,/(n+2), n=1,2,3,.... Detta implicerar

anH:O, k:0,1,2,...,ocha2:1/2, &4:(1,2/42610/(22'1'2), a6:a4/6:a0/(23-1-2-3),
vilket ger

a2k - Qkk‘ I
00 2k
och svaret y(z) = > .7 5i-
Vi har
2442 1 .
= — 0 nir k — o
QAo (/{7 -+ 1)2
sa
. a2k+21’2k+2 . 2
lm ——— = lim ———— =0
k—oco azkl’Qk k—oo (l{ + 1)2

for alla x € R, sa kvotkriteriet visar att seriens konvergensradie ar oéndlig.

Alternativ uppgift 2. (4p) Visa att 16sningen till differentialekvation a'(t) = f(z(t)) med
givet begynnelsevirde x(0) = z( dr entydig om f &r Lipschitzkontinuerlig.



3. (4p) Bestdm den allménna l6sningen till systemet av differentialekvationer
w'(t) = 4 (t) = 3y(t),
y'(t) = 8x(t) — 6y(t),
2 (t) = 3z(t).

Vi ser att x och y inte beror pa z och z beror inte pa z och y. Funktionen z kan darfoér 16sas
oberoende av x och y: integrerande faktor eller karakteristiska ekvationen ger z(t) = c1e®. Lat

8 —6 dt

med hjalp av egenvirdena r och egenvektorerna & till A:
4—r =3

8 —6—r

A = { 4 -3 ] Losningen till d [%y]T _ A[m,y]T, dir T betyder transponat, kan bestiimas

0:det{ ]:(4—r)(—6—r)+24:r2+r(6—4):T(r+2)

sar=0ochr=-2.Lat £ = [ ] . Egenvektorn som hor till » = 0 uppfyller

tRIIRAN

1
4/3 |

L1

a
b

som ger 4a — 3b = 0 och en egenvektor ¢ = [ . Det andra egenvirdet ger

séQa—b:Oochfz[l}

2

Vi far den allménna 16sningen
x(t) 0 1 1
y(t) | =ee® | 0| +eo| 5 | +ege™ | 2
2(t) 1 0 0

dér ¢y, co, c3 ar godtyckliga reella konstanter.

4. (4p) Antag att positionen z(t) € R, vid tiden ¢, av en ickelinjar fjader uppfyller differen-

tialekvationen

x(t) —z(t)

—° " _0, t>o0.

2
a. Bestdm alla jamviktslagen (d.v.s. kritiska punkter) for x(¢).

b. Avgor for varje jamviktsldge om det ar stabilt eller instabilt.

c. Om z(0) = 0 och 2/(0) = 1, vad blir den maximal positionen max;>o z(t)?

fB”(t) + €



Lat y(t) = 2/(t), vilket ger

g v | = | et ]

Jamviktslédgen (z,y) uppfyller y = 0 och sinhz = 0, som ger (z,y) = (0,0). Jacobianen blir

J(x,y)z{ ! 1}

—coshz 0
som for (x,y) = (0,0) har egenvirdena r dér

T

0 = det [ —cosh(Q —r

} =r?41
vilket ger r = 4i. Eftersom realdelen av egenvérdena ér noll ger den linjariserade stabilitetsana-

lysen inte nagon utsaga for det ickelinjara problemet (1). Fasplansmetoden med y(z(t)) = y(t)
ger

(2)

dg  y'(t) _ —sinhz
x

de — @'(t)  y(x)

/ydy: —/sinhxdx

=2

(3) % +coshzx =C

som har separabel 10sning

och

dér C' ar en konstant. Detta ger y = 4+1/2(C — cosh ). Vi ser att ¢ ar en jaimn funktion, dvs
y(x) = y(—x) och (2) ger
., sinh «
y(r)=——
( y(x)
sa g ar darfor avtagande for ¢y > 0 och z > 0 medan funktionen g &r vixande om 7y < 0 och
x > 0. Viser da att y(x) = /2(C — coshz) och y(x) = —/2(C — coshx) bildar slutna banor

for C' > 1 och for sma vérden av C' — 1 > 0 har vi cirkelapproximationen

=2
7z
4+ —~(C-1
2 * 2
Den maximal positionen x,,,, med z(0) = 0 och 2/(0) = 1 fas med hjilp av (3) ndr y = 0 s&
cosh 40 = = + cosh 0 = =

AvS Zpae = (cosh) ™ (2).
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5. (4p) Bestam alla funktioner y : R — R med kontinuerlig andraderivata som lser differen-
tialekvationen

Vi far
(4) y'(z) = £v/1—y*(x)

som har jamviktslosningarna y(z) = £1. Om —1 < y(z) < 1 far vii fallet + i (4) den separabla
ekvationen:

d
[ = [
V1—y?
som ger arcsiny(x) = x + ¢4, dir ¢y ar en konstant och |z + ¢ | < 7/2. Inversen medfor
y(z) = sin(z + cy). Pa samma sétt ger y/'(z) = —/1 — y%(x) att y(x) = sin(c_ — z) dar c_
dr en konstant och |c_ — z| < m/2. Vi noterar att /1 — y? inte ar Lipschitzkontinuerlig kring

y = 1; men for |y| < o < 1 &r y/1 — y? Lipschitzkontinuerlig sa nér |y| < o < 1 finns en entydig

16sning till begynnelsevéirdesproblemet 3" = /1 — 2, y(0) = yo, sa ldnge |y(z)| < a < 1. Néar
x4+ cy — §— har vi y(r) = 1— och y"(x) = —sin(z + ¢;) — —1. Eftersom y” &r kontinuerlig
blir y stréngt avtagande for § < x +cy < 37/2 och y(x) = sin(7m — (v +¢4)) = sin(z + ¢y ), dvs
c_ = m—cy. Pa samma sitt har vi y(z) = sin(x + ¢4 ) nér r +cy — —7/2, sa y(z) = sin(x +c;)
for —m + ¢, < x <7+ cy. Eftersom sinusfunktionen &ar periodisk med period 27 far vi svaret:
De tva ganger deriverbara l6sningarna ges av de tre uttrycken

ylx) =1, x€R,
y(l‘) _17 LS Ra
y(x) =sin(z +¢), =R,

for alla reella konstanter c.
Om uppgiften istédllet varit att bestamma alla 16sningar med kontinuerlig derivata finns méanga fler 16sningar, t.ex.

sinz < 7/2,
v@) = { 1 x> 7/2.

En alternativ 16sning &r att derivera ekvationen som ger 0 = 2y/(y” + y), dvs. ¢y = 0 eller
y" 4+ y = 0. Har anvénder vi att y har kontinuerlig andraderivata. Vi far fran ' = 0 16sningarna
y = C, for konstant C, och ursprungsekvationen ger att bara y = £1 ar losningar. Den andra
ekvationen y” 4+ y = 0 kan 16sas med karakteristiska ekvationen, som ger y(x) = asinz + bcosz
for godtyckliga konstanter a, b. Insatt i den ursprungliga ekvationen far vi villkoret

1= (acosz — bsinz)® + (asinz + beosz)* = a* + b

som kan skrivas y(x) = sin(z + ¢) for en godtycklig reell konstant c.



6. (4p) Antag att f: R — R &r tva ganger deriverbar och strangt konvex, d.v.s. det finns en
konstant ¢ sa att min{f”(y) | y € R} > ¢ > 0. Ekvationen

ou(x,t)  Of (u(xz,t)) _ P%u(x,t)
o o o

ar en model for kompressibel stromning. Ekvationen har 16sningar pa formen

reR, t>0

u(z,t) = p(z—st), xzeR, t>0,

lim p(§) = ¢, ,
£—o00
lim ¢(§) =9,
§——o0
lim ¢'(§) =0,
E—o0
lim ©'(§) =0,
E——o0

dar s, ¢, p_ ar reellvirda konstanter. Dessa losningar ¢ kallas vagor.
a. Bestdm vagens fart s, som funktion av f och ¢4, da ¢ > ..

b. Visa att ingen vaglosning ¢ finns da ¢ < ..

c. Visa att det finns en vaglosning ¢ da ¢ > ¢

Inséattning i ekvationen ger
—s¢'(z — st) + ['(p(x — st)) ¢ (x — st) = " (x — st).
Lat £ = x — st. Integrera for att fa
—sp(€) + f(p(€) = ¢'(§) +C
dér C ar en godtycklig konstant. Randvillkoren ger nér £ — oo
C=—sp; + flps)

och nir £ - —o0
—sp- + flp-) = —sp + flpy).

a. Svar: s = M.
Vi far e
(5) S(6) = (o) — flon) — 18D TIE) ey oy = F(pe)).

P+~ P-
Vi ser att F/(¢+) =0, d.v.s. ¢ och p_ &r jamviktspunkter. Funktionen F &r strangt konvex, ty

F'(p) = f"(¢) > c>0.

Detta medfor att F'(p) < 0 for ¢ mellan ¢ och ¢,
Svar b: Vi far da att ¢’ = F(p) <0, d.v.s. ¢ ar avtagande och ¢_ < ¢, blir omgjligt.
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c. Ekvation (5) ar separabel och definierar ddrmed ¢ implicit som funktion av { = z — st

enligt
2 dp
=/

dér ¢ &r en konstant mellan ¢_ och ¢, tiex. ¢ = (¢4 + ¢_)/2. Eftersom F(p) < 0 for
w4 <p < _och F ar kontinuerlig &r integralen véldefinierad.

Det aterstar att verifiera gransvirdena lime 4o ¢(§) = @+. Vi vet att F(py) = 0 och F &r
strangt konvex, sa /' har en unik minimipunkt py dér F(py) = min,, <,<, F(p). Vi far

F'(p) = F'(po) = F"(p')( — po)
T \>/—/
for nadgot p’ mellan ¢ och pg, vilket medfor att
F,(SO-F) < 07
F'(p_)>0.

Jamviktslaget ¢ &r da asymptotiskt stabilt framat, d.v.s. lime_,o p(§) = ¢4, och jamviktslaget
@_ &r instabilt framat och asmptotiskt stabilt bakat sa limg o p(§) = ¢p_.



%@% Tentamen 2019-10-21, 8:00-12:00
V%DKTHQ'S;& Institutionen for Matematik
RGNS SE'1683 Differentialekvationer och transformer
XN Lésaret 2019/2020

Examinator: John Andersson

Endast skrivdon (penna, linjal, gradskiva et.c.) r tillatna. Specifikt sa &r minirdknare
och formelsammling inte tillatna.
Motivera alla dina losningar om inget annat anges.

Uppgift 1. T den har uppgiften betraktar vi foljande differentialekvation

(1) Y (z) = £(y(x) — a)(y(z) - b).

a) Vilj a,b € R samt tecknet plus eller minus i (1) sa att losningen uppfyller

lim, o y(x) =1 om y(0) > —2 och y(z) — —oo for alla losningar sa att y(0) < —2.
[2 poéing]

b) Med a och b samt tecken + som i foregaende deluppgift berdkna lésningen som
uppfyller y(0) = —5.

[2 poéing]

Uppgift 2. I den har uppgiften betraktar vi systemet av differentialekvationer

(@) {x’(t)}:[a —2:||:£L‘(t):|
y'(#) 51 y(t) |
a) Vilj a € R sa att differentialekvationen i (2) har ett center i origo.

[2 poéing]
b) Hitta 16sningen till (2), med a som i féregaende deluppgift, som uppfyller

[2 poéing]
Uppgift 3. En l6sning till

(3) y'(t) — (2t +2)y'(t) + 2y(t) =0

ges av y1(t) =t + 1. Hitta den 16sning som uppfyller y(0) = 1 samt y'(0) = —1. Din
16sning far innehalla en oberdknad integral.

[4 poiéing]
Var god vand!
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Uppgift 4. Gor ansattningen att en 16sning till
(4) y//(x) + (gg — 1)y(;p) = Z bn(l‘ _ 1)n7
n=0

med initialdata y(1) = A och /(1) = B, &r pa formen y(z) = >~ a,(z — 1)™
a) Berdkna virderna for ag, a; samt as i termer av A, B och b,.

[1 poéing]
b) Hérled den rekursiva relationen for a,, n > 2. D.v.s. hitta en formel for att
berdkna a,, n > 2, i termer av a,_1, G,_o, ..., ag samt by, by, bo, ....

[3 poéing]
Uppgift 5. Hitta den allmanna l16sningen, for ¢ > 0, till f6ljande system

” AR

LEDTRAD: Ansatt att Iosningen har nagon “naturlig” form som vi gor for andra
ordningens ekvationer med konstanta koefficienter och for Eulers ekvationer. Det
rdcker (vilket du inte behover bevisa) med att du hittar tre oberoende lsningar.

[4 podng]
Uppgift 6.
a) I beviset av existens och entydighet for ekvationer av forsta ordningen:
(6) Y (z) = F(z,y(x)) och y(xo) = yo
sa skapar man en f6ljd av approximativa l6sningar yo(x), y1(x), ..., yx(2), .... Ange hur

man ansétter yo(z) och hur man definierar yx,1(x) utifran yx(z). Ingen motivering
kravs.

b) Lat ¢(t) vara en deriverbar funktion sa att y;(t) = ¢(t) och ys(t) = to(t) ar
losningar till

(7) y"(t) + p(t)y'(t) + q(t)y(t) = 0.

Vilket villkor pa ¢(t) garanterar att vi kan skriva lésningen (i en omgivning av ¢t = 3)
till (7), med givna initialdata y(3) = A och y/(3) = B, som y(t) = ay(t) + bys(t) for
a,beR.

c) Antag att x!(t) = [ }

(8) X' (t) = P(t)x(1).

Hur manga 16sningar, x(t), till (8) existerar det som uppfyller (for nagot ¢y)
0 3
x(0) = [ 1 ] och x(tg) = [ 0 }?

d) Antag att ¢(t) > 0 &r en funktion sa att yi(t) = ¢(t) och yo(t) =
losningar till

(9) y'(t) +p)y'(t) + a(t)y(t) = 0.

Vad ér ¢(t)?

} te! ar en losning till

3¢°(t) dr

[1 poang per delfraga.]
Lycka till!

2



el Tentamen 2019-12-16, 8:00-12:00
V%DKTHQ'S;& Institutionen for Matematik
ORHLHGINAS  SE'1629 Differentialekvationer och transformer Tenl
S 16e December 2019

Examinator: John Andersson

Endast skrivdon (penna, linjal, gradskiva et.c.) r tillatna. Specifikt sa &r minirdknare
och formelsammling inte tillatna.

Motivera alla dina losningar om inget annat anges.
Preliminara betygsgranser: E: 12p, D: 14p, C: 16p, B: 19p, A: 21p.

Del 1.

Uppgift 1. I den har uppgiften betraktar vi ekvationssystemet
" V(t)}_[s ; ]_x(t)}
y'(t) -2 =1 ] [y@) |

a) Hitta l6sningen som uppfyller

[2 poiing]
b) Gor en tydlig skiss av fasportréttet. Ingen motivering krévs.

[1 poéing]
c) Klassificera den kritiska punkten (d.v.s. ange om det &r en nod, en spiral, ett
center et.c. samt ange om den ar stabil eller instabil). Ingen motivering kravs.

[1 poéing]
Uppgift 2 a). Hitta en l6sning pa serieform som uppfyller
2%y (z) + 2y () + 27y(z) = 0,
y(0) =1 samt y'(0) = 0.
[2 poéing]
b) Hitta den 16sning till
2%y (@) + 2y () + y(x) =0
som uppfyllet y(1) = 0 och y/(1) = 1. Din 16sning skall inte vara pa serieform.
2 poéing]

Var god vand!
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Uppgift 3. Givet att y1(t) =t och ys(t) = tIn(t) &r oberoende 16sningar till
ty"(t) = ty'(t) + y(t) = 0
anvand variation av parametrar for att hitta losningen till féljande initialvardesproblem

2y"(t) —ty' (1) +y(t) =2 fort >0
y(1) =0 och ¢/(1) = 2.

[4 poéing]
Uppgift 4. Hitta den 16sning till
2 cos(x)(x + y) + sin(z) + sin(z)y'(x) =0
som uppfyller y(mw/2) = 0.
LEDTRAD: Ar, eller kan du gora, ekvationen exakt?
[4 poéing]

Del 2.

Uppgift 5. Lat 7? = (z 4+ y)? + 4(z — y)? och betrakta systemet

2 2'(t) = (3x — 5y) + (1 — r?)(5x — 3y)
y'(t) = (bx — 3y) + (1 — r?)(=3x + Hy).

a) Visa att det existerar ett M > 0 sa att for varje zo,yo € R sa existerar det ett
T > 0 sa att 16sningen till (2) som uppfyller initialdata

Lo )= ]

x2(t) + y2(t) < M for alla t > T.

uppfyller

[2 poiing]
b) Hitta attraktionspolen till systemet (2).
[2 poéing]

Var god vand!
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Uppgift 6.

a) Givet en matris som har tva reella egenviarden 0 < Ay < Ay och tva

b
d
kontinuerligt deriverbara funktoner f(z) och g(x).

Argumentera for eller emot att det finns en l6sning till f6ljande ekvationssystem

a b ' (t) f(x) x(to) xg
[C d}{y’(t)}:{g(x)} OChly(to)lz{?Jo]'
I ditt argument far du inte anvinda nagra existensbevis for system av ekvationer -
du far dock hanvisa till existensbevis for differentialekvationer.
[2 poéing]
b) Lat F(z,y) vara en given kontinuerligt deriverbar funktion och antag att y;(x) =

e~ Ar en 16sning pa R till differentialekvationen

Y (x) = F(x,y).
Konstruera en 16sning y(z), eller visa att ingen 16sning existerar, sa att y(0) = —1
och lim, . y(z) > 0.
[1 poéing]
c) Lat y(t) var en l6sning till
y'(t) = arctan(y(t)) och y(0) =a > 0.

Berakna lim;_,oo @

[1 poéing]
Lycka till!



iy Tentamen SF1683, 2020-10-20, 8:00-12:00
e% e %9

V%OKTHQ'S;& Institutionen for Matematik
ORHLDHGINAS  SE'1683 Differentialekvationer och transformer Tenl
B 20c Oktober 2020

Examinator: John Andersson

Endast skrivdon (penna, linjal, gradskiva et.c.) r tillatna. Specifikt sa &r minirdknare
och formelsammling inte tillatna.

Motivera alla dina losningar om inget annat anges.
Preliminara betygsgranser: FX: 11, E: 12p, D: 14p, C: 16p, B: 19p, A: 21p.

Del 1.

Uppgift 1. a) Los foljande initialvardesproblem:
I3
V(@) = Fven
y(0) = 1.
[2 podng]
b) Skissa ett fasportratt till
y'(t) = y(@)(y(t) — D(y(t) + 1),
och avgor om ekvationens kritiska punkter ar stabila, instabila eller semistabila.
[2 poéing]

Uppgift 2 . I den har uppgiften studerar vi féljande differentialekvation
y'(t) — 2ay'(t) + a’y(t) =0,
dar a € R ar en given konstant.
a) Anvénd det karakteristiska polynomet till ekvationen for att hitta en homogen
16sning 1 (t).
[1 poéing]
b) Anvénd reduktion av ordning for att hitta den andra homogena 16sningen ys(t).
[2 poéing]
c) Visa att {y1, 92} dr en fundamentalméngd av l6sningar till ekvationen.
[1 poéing]

Var god vand!
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Uppgift 3. I den har uppgiften betraktar vi foljande differentialekvation i en om-
givning kring punkten x = 1:

zy"(z) + In(z)y(z) = 0.
a) Hitta tva linjart oberoende lésningar y; och ys pa serieform. Du skall berdkna

koefficienterna upp till och med tredje ordningen (d.v.s. upp till koefficienten framfor
x3 termen) samt ange den rekursiva ekvationen for att berikna ovriga koefficienter.

[3 poiing]
b) Anvénd dina l6sningar fran a) for att 16sa initialvirdesproblemet med initialdata
y(1) =1 och 3/(1) = 2. Ange konvergensradien for din 16sning.

[1 poéing]

Uppgift 4. En fundamentalméangd av 16sningar till

2/t —1/t

x'(t) = {3# _Q/t}x(t) for ¢t >0

ges av
x,(t) = [ i } t och x,(t) = { ; ]t—l.

Anvand detta och variation av parametrar for att hitta en partikularlésning, for ¢ > 0,

" x| 3 o [x0+ g |-
/4 posing]

Var god vand!
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Del 2.

Uppgift 5. Skissa ett fasportratt till systemet

2'(t) = y(t)* — x(t)
y(t) =2 —x(t) —y(t).
For full poang sa skall:
i) Alla kritiska punkter noga markeras.
ii) Flodeslinjerna skall vara extra noga inritade kring de kritiska punkterna (det ska
ga att se vilken typ av kritisk punkt det ror sig om, sadelpunkt, stabil/instabil nod,
spiral et.c.).
iii) De omraden av planet déar 2/,y > 0, 2/, <0, 2’ > 0 och 3y < 0 samt 2’ < 0 och
y’ > 0 skall vara noga utmérkta.
For ovrigt sa skall fasportréttet vara vésentligen rétt med flera (och representativa)

flodeslinjer inritade. Full poang kommer att kunna ges aven om portrattet har vissa
mindre felaktigheter sa lange portrattet i stort satt ar ratt ritat.

[4 poéing]
Uppgift 6. Betrakta initialvardesproblemet
y'(t) = f(t.y)
y(0) =1,

dar f(t,y) ar en given funktion som &r kontinuerligt deriverbar for alla ¢ och y.

a) GOr en anséttning yo(t) och skriv ner en iterativ algoritm, sasom i beviset for
existens av l6sningar, for hur man kan berékna en approximativ 16sning yx 1 (f) utifran
y(t) sa att foljden {yx}72, konvergerar till en 16sning. Du behdver inte bevisa att y
kunvergerar utan endast skriva ner din ansattning av gy samt hur yx,; berdknas ur

Y-

[1 poéing]
b) Antag att f(t,y) = {5 arctan(ty) och lat y.(¢) vara den exakta lsningen. Hitta
ett k > 0 sa att du kan vara sdker pa att

[e(1/2) — y(1/2)] < 107°.
Fullstandig motivering krévs.
[3 poiing]

Lycka till!



%@% Tentamen SF1683, 2020-12-14, 8:00-12:00
‘%OKTHQ%S Institutionen for Matematik
) pARE L SF1683 Differentialekvationer och transformer Tenl

S 14e December 2020

Examinator: John Andersson

Endast skrivdon (penna, linjal, gradskiva et.c.) r tillatna. Specifikt sa &r minirdknare
och formelsammling inte tillatna.

Motivera alla dina losningar om inget annat anges.
Preliminara betygsgranser: FX: 11, E: 12p, D: 14p, C: 16p, B: 19p, A: 21p.

Del 1.

Uppgift 1. a) Los foljande initialvardesproblem
y'(t) + sin(2t)y(t) = 3sin(2¢)
y(1) = 0.
[2 poéing]
b) Avgér om foljande differentialekvation ar exakt
ym—z + 22+ (2yln(x) +4y) y'(x) =0
y(2) = 2.
Om ekvationen ar exakt hitta en l6sning. Om losningen kan skrivas pa explicit form
sa skall den skrivas pa explicit form, annars sa skall den skrivas pa implicit form.

[2 poéing]
Uppgift 2. Givet att y;(t) = ¢ och yo(t) = te! 4r homogena l6sningar till
() —tt +2)y'(t) + (t +2)y(t) =0
anvand variation av parametrar for att hitta en 16sning till foljande initialvardesproblem

£2y"(t) —t(t +2)y'(t) + (t+2)y(t) =t
y(1) =y'(1) =0.

[4 poéing]

Var god vand!
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Uppgift 3. I den hér uppgiften betraktar vi foljande differentialekvation:

(1) (@ =3/ (@) + (2 =/ (0) + () = 0
a) Hitta ekvationens singuldra punkter.

[1 poéing]
b) Avgér om dessa punkter ar reguljirt singuldra.

[1 poéing]

c) For varje reguljér singular punkt xy skriv ner de forsta tre termerna i en icke-trivial
serielosning till (1), 1 ett litet omrade zy < & < g + h, som uppfyller y(zo) = 0 och

y'(zg) = 0.
[2 poéng]

Uppgift 4. a) Vilj a € R sa att systemet

X (1) = [

har en spiral i origo.

[3 poéing]
b) Skissa ett fasportrétt for systemet, med det o du valde i uppgift a). Var noga med
att indikera om losningskurvorna gar medurs eller moturs.

[1 podng]

Var god vand!
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Del 2.

Uppgift 5. En fysiker vet att positionen av en viss partikel i planet vid tiden ¢
befinner sig i punkten

uppfyller foljande differentialekvation

(1) = { Lo ] x(t)

—a 1

dar o ar en okand parameter som uppfyller aw > 0.
Fysikern gor tva méatningar:

1

0

ii) Da t = In(2) sa ar partikelns avstand till y—axeln mindre &n (eller lika med) 1.

i) Da t = 0 sa ar partikelns position x(0) =

Hitta en undre begrinsning «q sa att fysikern kan dra slutsatsen att o > ag. For

full poéng sa maste agy vara optimal (d.v.s. sa stor som méjligt).
[4 poéing]
Uppgift 6. a) En kropp som i tiden ¢ befinner sig i punkten z(¢) langs z—axeln
uppfyller foljande differentialekvation
@) 2"(t) — 22" (t) — 3x(t) = f(t)
z(0) = 2/(0).

déar f(t) ar en kraft som verkar pa kroppen.

Skriv ner l6sningsformeln till (2). Ingen motivering krévs.

[1 poéing]

En vetenskapsman ar intresserad av ett liknande problem, men istéllet for en kraft
som verkar pa kroppen sa tréiffas kroppen i tiden t = kd, for k € N och > 0, av en
partikel med rorelseméngden f(k¢), dar f : R — R &r en given kontinuerlig funktion.

Under dessa forutsattningar sa kommer l6sningen y(¢) till vetenskapsmannens prob-
lem att uppfylla

y(t) = ui(t)

dér yg(t) uppfyller foljande
yr(t) =0 for t < kd
och for t > ko sa
yr(t) = 243,(t) = 3ye(t) = 0
y(kd) = 0 f (k).
b) Skriv ner en formel for att rdkna ut y(t) givet som bara beror pa § och f.
[1 poéing]
c) Om vi skriver ys(t) for losningen for ett visst § > 0. Hérled en formel for
limgs_ o+ ys(t).
Jamfor din formel fran c¢) med din 16sningsformel for z(¢) fran a). Kan du dra
nagra fysikaliska slutsatser? [2 poang]

Lycka till!
3
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SF1683 Differentialekvationer och transformmetoder, del 1
Tentamen
Tisdag den 26 oktober 2021

Skrivtid: 08:00-12:00
Tillatna hjalpmedel: inga
Examinator: Mattias Dahl

Tentamen bestar av sex uppgifter uppdelade i tva delar. Del I utgors av de fyra forsta uppgifter-
na som testar formagan att 16sa grundlaggande problem. Del II utgors av de tva sista uppgifterna
och testar formagan att 16sa mer avancerade problem som dven kan vara av teoretisk karaktér
och ir avsedda framst for hogre betyg. Varje uppgift ger maximalt fyra podng. Bonuspoéng fran
inlimningsuppgifterna adderas till erhallna poéng pa del I upp till maximalt 16 poing.

Betygsgrinserna vid tentamen ges av foljande tabell.

Fx E D C B A
11 12 14 16 19 21

For full podng pa en uppgift kréivs att 16sningen ar vil presenterad och litt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poing.

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Los foljande initialvirdesproblem och bestam 16sningarnas existensintervall.
(@) (1—12)y +4ty=9t(1—12)"1, y(2) =4.
() y' = (1+y*)1,5(0) = L.

(4 p)
2. For vilka vérden pa parametern a € R, a > 0, har initialvirdesproblemet
9" () +a’y(t) = sin(21),  y(0) =0,5'(0) =0,
en obegridnsad 16sning? Bestdm I6sningarna i dessa fall.
(4 p)

3. Hitta den allménna 16sningen till det homogena systemet

X' (t) = <§ __152) x(t), t>0,

1
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genom en ansats av typen x(z) = t"&, dér r ér ett tal och & &r en vektor. Motivera varfor
du har hittat den allménna 16sningen till systemet. Los dérefter initialvirdesproblemet

(1) = G ‘_152) x(1) + (if)‘;i’) . x(m)= (f) |

4. Utslagsvinkeln 6 for en viss pendel uppfyller differentialekvationen
0"(t) = —10sin0(¢) —20'(t), t>0.
Sitt w(r) = 0’(r) och hitta ett forsta ordningens system

(v) (%)

for (6(¢),w(t)). Vilka punkter i Oy-planet svarar mot l6sningar dér pendeln star still?
Bestdam linjériseringen till systemet i dessa punkter. Vilken typ av 16sningar har de linjiriserade
systemen? Hur beter sig 1sningar till pendelekvationen med initialvillkor (6(0),6’(0)) =
(6(0),y(0)) nira dessa punkter?

4 p)

4 p)

DEL II — AVANCERADE PROBLEM

5. Differentialekvationen

(P +4)"—6y=0,  y=y(x),
har tva losningar y;,y, som uppfyller y; (0) = 1,y (0) = 0 respektive y>(0) = 0,y5(0) = L.
Bestdam dessa 16sningar pa serieform vid x = 0,

y= i anpx”.
n=0

For detta ska du ange den rekursionsrelation som ger koefficienterna a, samt beridkna
termer till minst ordning 3 i vardera serie. Hur stor dr konvergensradien for de tva serierna?

(4 p)

6. Denna uppgift giller entydighet for 16sningar y = y(¢) till initialvirdesproblemet

y/:f(tay)v y(t0)2y07 (D
ddr f(t,y) ar en kontinuerlig funktion definierad pa nagot omrade R i fy-planet som in-
nehéller punkten (zo,yo).

(a) Ge ett exempel pa ett initialvirdesproblem som (1) med tva olika funktioner som
16sningar. Ge en noggrann forklaring varfor de funktioner du anger &r 16sningar.

(b) Antag nu att funktionen f(z,y) i (1) dessutom uppfyller ett Lipschitz-villkor i y, alltsa
att det finns en konstant C > 0 sd att

|f(t.y1) = f(t.2)] < Cly1 — 2]
,¥1), (t,y2) i omradet R. Visa att om ¢ (¢) och y/(¢) bada 16ser problemet (1)

for alla (¢
1) =y(t).

sa dr @ (
(4p)
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SF1683 Differentialekvationer och transformmetoder, del 1
Tentamen
Mandag den 20 december 2021

Skrivtid: 08:00-12:00
Tillatna hjalpmedel: inga
Examinator: Mattias Dahl

Tentamen bestar av sex uppgifter uppdelade i tva delar. Del I utgors av de fyra forsta uppgifter-
na som testar formagan att 16sa grundlaggande problem. Del II utgors av de tva sista uppgifterna
och testar formagan att 16sa mer avancerade problem som dven kan vara av teoretisk karaktér
och ir avsedda framst for hogre betyg. Varje uppgift ger maximalt fyra podng. Bonuspoéng fran
inlimningsuppgifterna adderas till erhallna poéng pa del I upp till maximalt 16 poing.

Betygsgrinserna vid tentamen ges av foljande tabell.

Fx E D C B A
11 12 14 16 19 21

For full poing pa en uppgift krivs att 16sningen &r vil presenterad och latt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs 1 ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva podang.

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. (a) Bestdm den 16sning till ekvationen
Y+2xy=0, y=y(x),
som uppfyller y(0) = 1.
(b) Ekvationen
(207 =3)+ (2% +4)y' =0,  y=y(),

dr exakt. Bestdm den 16sning som uppfyller y(1) = 1. Losningen far ges pa implicit
form.

4 p)

2. Bestdm den 16sning till systemet
X (1) = x(t) — 4y(t)
{y’(t) = 4x(t) +y(t)
som uppfyller x(0) =0, y(0) = 1. 4 p)
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3. Ekvationen
2y (x) +0' (x) =y() =0, x>0
har tva l6sningar y; (x) = x och y,(x) = x~!. Anviind metoden med variation av parametrar
for hitta den allménna l6sningen till ekvationen
X2y (x) +xy' (x) — y(x) = 2x%e .
4p)

4. Systemet

x = —2xy
Y =y—x+xy—y>

for (x,y) = (x(¢),y(t)) har tre kritiska punkter och konstanta l3sningar

(x(t)ay(t)):(()?())a (0,1)7 (07_1)
Forklara vad det betyder att en kritisk punkt dr (asymptotiskt) stabil respektive instabil.
Anvind metoden med linjdrisering for att avgdra om dessa kritiska punkter &r stabila eller
instabila, i de fall det gér. 4p)

DEL Il — AVANCERADE PROBLEM

5. Visa att ekvationen
2xy" =y +2y=0
for y = y(x) har en reguljér singuldr punkt vid x = 0. Bestdm tva linjért oberoende seri-
elosningar vid x = 0 till ekvationen. For detta ska du ange den rekursionsrelation som ger
koefficienterna i dessa serielosningar, samt berdkna minst tre termer i vardera serie. For
vilka x konvergerar dessa serier? 4p)

6. Denna uppgift giller 16sningar till den andra ordningens linjdra homogena differentia-
lekvationen

Y1)+ p(2)y' (t) +q(2)y(t) =0 (1)

ddr p(t),q(t) dr kontinuerliga funktioner definierade pa ett intervall 7. Om y; (¢),y,(¢) dr
losningar till (1) sa definieras deras Wronskian som funktionen

Wlyiy2](r) = det (y} # %) |

N

(a) Formulera existens- och entydighetssatsen for 16sningar till (1). Visa med hjilp av
denna att alla 16sningar till (1) ges av

¥(1) = c1y1(t) +cay2 ()
for olika val av ¢y, c; om och endast om Wy, y2](tp) # 0 for nagot 1y € 1.
(b) Visa att om y;(r),y»(¢) dr 16sningar till (1) sé &dr antingen Wy, y|(r) =0 forallar € 1

eller W[y, y2](t) # 0 forallat € I.
(4p)
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SF1683 Differentialekvationer och transformmetoder HT22, del 1
Ovningstentamen 1

For full podng pa en uppgift kréivs att 16sningen adr vil presenterad och litt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poing.

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Differentialekvationen

;o 2xy B
y = 232 y=yx),
ar en homogen forsta ordningens ekvation. Hitta den allmédnna 16sningen till ekvationen.
(4p)
2. Bestdm losningen till initialvirdesproblemet
X (t) = 2x(t) + 8y(t) {x(O) =2
Y (1) = —x(t) =2y(r)” y(0)=~1
. . 2 8 . .
(Ledning: matrisen 1 2 har komplexa egenvirden m = +2i.)
4p)

3. Ekvationen
Py +a(x=2)y +2-x)y =0, y=y()
har en 16sning y; (x) = x. Anvind detta for att bestimma den allméinna 16sningen till ekva-
tionen. “4p)

DEL II — AVANCERADE PROBLEM

4. Den homogena ekvationen

fﬁ+m%ﬂx—%wzo
har tva 16sningar
yi(x) =x?cosx, ya(x) = x~2sinx.
Anvind metoden med variation av parametrar fOor att hitta den allménna l6sningen till

ekvationen

1
2y xy + (1 — Z)y =x

1

3/2.
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(4 p)

5. Det autonoma systemet

X = y3 —y3

y = —2xy? — dx%y — 2y’
for (x,y) = (x(¢),y(¢)) har en kritisk punkt i origo. Visa att denna kritiska punkt &r asymp-
totiskt stabil genom att hitta en 1implig Lyapunovfunktion. 4p)

6. Differentialekvationen
' +y=0, y=yx),

har en reguljir singulédr punkt vid x = 0. Anvind en ansats med en serie av Frobeniustyp
for att hitta en 16sning till ekvationen. For detta ska du ange den rekursionsrelation som
ger koefficienterna i serien samt berikna minst 4 nollskiljda termer.

Visa att denna serieansats inte kan ge en andra linjédrt oberoende 16sning (du behover
heller inte bestimma en andra 16sning). Bestim konvergensradien for den 16sning du har
hittat. 4 p)
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SF1683 Differentialekvationer och transformmetoder, del 1
Tentamen
Tisdag den 25 oktober 2022

Skrivtid: 08:00-12:00
Tillatna hjialpmedel: inga (forutom det bifogade formelbladet)
Examinator: Mattias Dahl

Tentamen bestar av sex uppgifter uppdelade i tva delar. Del I utgors av de tre forsta uppgifterna
som testar formagan att 16sa grundldggande problem. Del II utgors av de tre sista uppgifterna
och testar formagan att 16sa mer avancerade problem som dven kan vara av teoretisk karaktér
och ir avsedda framst for hogre betyg. Varje uppgift ger maximalt fyra podng. Bonuspoéng fran
lappskrivningarna adderas till erhallna poidng pa del I upp till maximalt 12 podng.

Betygsgrinserna vid tentamen ges av foljande tabell.

Fx E D C B A
11 12 14 16 19 21

For full podng pa en uppgift krévs att Iosningen dr vil presenterad och litt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poing.

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Los foljande initialvirdesproblem.

(a) ¥y — (tanx)y = e, y(0) = 1.
(b) 2xydx+ (x> — 1)dy = 0, y(0) = 1.
(4 p)

2. Foljande linjédra system av differentialekvationer har en parameter a € R som en av koef-
ficenterna,

Y (1) = 4x(t) + ()

Bestdm ett virde pa a for vilket systemet har nagon 16sning med (x(z),y(r)) — (0,0)
da t — oo. (Detta virde dr inte unikt.) For ditt valda virde pa parametern a, bestim alla
16sningar som uppfyller (x(¢),y(¢)) — (0,0) dd t — eo. 4 p)

{x’(r) =x(t)+ay(t)
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3. Den homogena ekvationen
y// o 2y/ +y — 0
har tva 16sningar y; (x) = ¢* och y,(x) = xe*. Bestdm den allménna 16sningen till ekvatio-
nen

er
V1—x2

Y'=2y+y=
(4p)

DEL II — AVANCERADE PROBLEM

4. Ekvationen
y=cx,
dir ¢ € R dr en parameter, beskriver en familj av kurvor i planet. Bestdm den differen-
tialekvation (som inte innehaller parametern ¢) vars 16sningsmingd &dr denna familj av
kurvor. Bestdm familjen av ortogonala trajektorier till dessa kurvor, alltsa den familj av
kurvor som skér de givna kurvorna vinkelritt i alla punkter.

(4 p)

5. Visa att ekvationen

Ay (P —1)y=0, y=y(x),

har en reguljir singulidr punkt vid x = 0. Anvind en serieansats av Frobeniustyp for att
hitta en 10sning till ekvationen. For detta ska du ange den rekursionsrelation som ger
koefficienterna 1 serien samt berdkna minst 3 nollskiljda termer. Visa dessutom att denna
serieansats inte kan ge en andra linjért oberoende 16sning (du behover heller inte bestimma
en andra 16sning). 4p)

6. (a) Antag att det autonoma systemet av differentialekvationer
X' =F(x,y)
Y =G(x,y)

for (x,y) = (x(¢),y(¢)) har en kritisk punkt i (0,0). Bevisa att existensen av en lamplig
Lyapunovfunktion E (x,y) medfor att den kritiska punkten &r asymptotiskt stabil. (Du
behover inte behandla det allméinna stabila fallet.)

(b) Systemet
¥ = —x3+xy
yl — —2X2 . y3

har en kritisk punkti (0,0). Visa att denna kritiska punkt dr asymptotiskt stabil genom
att hitta en ldmplig Lyapunovfunktion.

(4p)
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SF1683 Differentialekvationer och transformmetoder HT22, del 1
Ovningstentamen 2

For full podng pa en uppgift krévs att Iosningen ar vil presenterad och litt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva podng.

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Bestdm den allménna ldsningen till systemet

(Ledning: matrisen <3 : ;) har m = 0 som ett dubbelt egenvdrde.) “4p)

2. Differentialekvationen
¥+ =0

for y = y(x) innehaller inte variabeln x explicit. Anvind metoden med reduktion av ord-
ningen for att 16sa ekvationen.

(4p)

3. Differentialekvationen
Yi—xy=0, y=yx),

har en 16sning y; som uppfyller y; (0) = 1,y (0) = 0. Bestdm denna 16sning pé serieform
vid x =0,

1= Z anx"
n=0

For detta ska du ange den rekursionsrelation som ger koefficienterna a, samt berikna
termer till minst ordning 6.

(4p)




SF1683 Tentamen

DEL II — AVANCERADE PROBLEM

4. Bestdm de kritiska punkterna till det autonoma systemet

x' = —2xy

Y =y—xtxy—y
Anvind linjérisering for att avgora (i de fall det 4r mojligt) om dessa idr stabila och vilket
utseende de har. 4p)

5. Ekvationen

(x_C)Z +y2 _ C2
dér ¢ € R dr en parameter beskriver en familj av cirklar med centrum i punkterna x = ¢ pa
x-axeln och radie c.

(a) De ortogonala trajektorierna till denna familj dr den familj av kurvor som skér cirk-
larna vinkelritt i alla punkter. Visa att de ortogonala trajektorierna ges av 16sningarna
till differentialekvationen

dy

dx

(b) Ekvationen ovan kan goras exakt genom att multiplicera med en integrerande faktor.
Anvind detta for att bestimma de ortogonala trajektorierna. (Ledning: det finns en
integrerade faktor som bara beror pd y.)

2xy+ (y* —x*) = =0.

(4p)

6. Antag att det homogena linjdra systemet
(0 = (a8 e (G
) = (o) e (20

(1)
(a) Hérled de ekvationer som ( ; (i) maste uppfylla for att ansatsen (variation av para-

(50Y =nio (20) a0 (29).

ska ge en 10sning till det inhomogena systemet

() = (e nN (+60) (2.

(b) Anvind denna metod for att hitta den allménna I6sningen till systemet

(i) =G 260+ ()

(Ledning: egenvdirdena till matrisen hdr dr my =0, my = 1.)

N

har den allminna 16sningen (

N

metrar)

(4 p)
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SF1683 Differentialekvationer och transformmetoder, del 1
Tentamen
Mandag den 19 december 2022

Skrivtid: 08:00-12:00
Tillatna hjialpmedel: inga (forutom det bifogade formelbladet)
Examinator: Mattias Dahl

Tentamen bestar av sex uppgifter uppdelade i tva delar. Del I utgors av de tre forsta uppgifterna
som testar formagan att 16sa grundldggande problem. Del II utgors av de tre sista uppgifterna
och testar formagan att 16sa mer avancerade problem som dven kan vara av teoretisk karaktér
och ir avsedda framst for hogre betyg. Varje uppgift ger maximalt fyra podng. Bonuspoéng fran
lappskrivningarna adderas till erhallna poidng pa del I upp till maximalt 12 podng.

Betygsgrinserna vid tentamen ges av foljande tabell.

Fx E D C B A
11 12 14 16 19 21

For full podng pa en uppgift krévs att Iosningen dr vil presenterad och litt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poing.

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Los foljande initialvdrdesproblem for y = y(x).

dy 2y . dy 1 IR
(a) _y+_y:smx, y(m) =1, (b) —y:—<)’+ y2+3x2>, y(1)=1.
dx | x dx x

Losningarna far ges pa implicit form. 4 p)

2. Anvind metoden med variation av parametrar for att hitta alla 16sningar till ekvationen

xzy” —xy +y=2x

for y = y(x), x > 0. (4 p)

3. Foljande linjdra system av differentialekvationer har koefficienter som beror pa en para-

meter a € R,
{x’(r) =ax(t)+ (2a+1)y(1)

Y(1) = —x(t) = 2y(r)
Bestim ett virde pa a for vilket systemet har 16sningar (x(z),y(¢)) som &r begrinsade,

men inte gar mot noll da r — oo. (Det finns precis ett sddant virde.) For detta viarde pa

parametern a, bestdm alla 10sningar till systemet. 4p)
1
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4. Bestidm tva linjédrt oberoende serielosningar vid x = 0 till ekvationen
(P 1)y +20 =2y =0, y=y(x).

For detta ska du ange den rekursionsrelation som ger koefficienterna i dessa serier samt
berikna termer till och med ordning 8. Bestdim dven konvergensradien for dessa I6sningar.

(4p)

5. Foljande autonoma system for (x,y) = (x(¢),y(¢)) har bada en kritisk punkt i origo. Anvind
linjérisering eller metoden med Lyapunovfunktion for att visa att denna kritiska punkt ar
asymptotiskt stabil.

¥ =—x343x° x' = —8x—2y+xsiny
() / 2 3 (b) / 2
y =-=2xy—y Yy =—y—2x—3xy

(4p)

6. Denna uppgift géller existens och entydighet for I3sningar y = y(x) till initialvérdesproblemet

Y'=fxy),  y(xo)=yo, ()
ddr f(x,y) édr en kontinuerlig funktion definierad pa nagot omrade R i xy-planet som in-
nehéller punkten (xo,yo)-

(a) Ge ett exempel pa ett initialvirdesproblem som (1) med tva olika funktioner som
l6sningar. Ge en noggrann forklaring varfor de funktioner du anger ar 16sningar.

(b) Formulera Picards sats som garanterar att problemet (1) har en unik 16sning. Var
noggrann ndr du anger villkoren i satsen.

(c) Beviset av Picards sats anvénder sig av ett iterationsforfarande for att konstruera en
foljd av y = y,(x) av approximativa 16sningar, dir yo(x) dr konstant. Forklara hur
detta gér till samt berdkna y3(x) for systemet (1) da f(x,y) =x+y, (x0,y0) = (0,1).

4p
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Integrals with Trigonometric Functions
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SF1683 Differentialekvationer och transformmetoder, del 1
Tentamen
Tisdag den 24 oktober 2023

Skrivtid: 08:00-12:00
Tillatna hjialpmedel: inga (forutom det bifogade formelbladet)
Examinator: Mattias Dahl

Tentamen bestar av sex uppgifter uppdelade i tva delar. Del I utgors av de tre forsta uppgifterna
som testar formagan att 16sa grundldggande problem. Del II utgors av de tre sista uppgifterna
och testar formagan att 16sa mer avancerade problem som dven kan vara av teoretisk karaktér
och ir avsedda framst for hogre betyg. Varje uppgift ger maximalt fyra podng. Bonuspoéng fran
lappskrivningarna adderas till erhallna poidng pa del I upp till maximalt 12 podng.

Betygsgrinserna vid tentamen ges av foljande tabell.

Fx E D C B A
11 12 14 16 19 21

For full podng pa en uppgift krévs att Iosningen ar vil presenterad och litt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva podng.

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Los foljande initialvdrdesproblem for y = y(x) och bestim 16sningarnas existensintervall.

x2

— y(=1)=0, (b Y =e7cosx, y0)=0.

(@ x/—y=

=

4 p)

2. Den homogena ekvationen ¢2y” — 3ty + 3y = 0 diir y = y(¢) for ¢ > 0 har tva 16sningar
y1(t) =1 och y,(t) = t. Bestim den allminna 16sningen till ekvationen

t2y” — 3ty 43y = e
(4p)

3. Matrisen A = (: ; g) har ett dubbelt egenvirde » = 2. Bestdm den allménna 16sningen

till systemet av differentialekvationer

X(1) = (:; g) x(1).
4 p)
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DEL II — AVANCERADE PROBLEM

4. Foljande autonoma system for (x,y) = (x(¢),y(¢)) har bada en kritisk punkt i origo. Anvénd
linjérisering eller metoden med Lyapunovfunktion for att avgora om den dr (asymptotiskt)
stabil eller instabil.

¥ =x—3y+y3 X = —x3 443
(a) { YT ) { '

y = —x—2xy? Y = —y—2xy?

(4p)

5. Differentialekvationen
(P 43)"=2y=0,  y=y(x),

har tvé l6sningar y;, y> som uppfyller y; (0) = 1,y (0) = 0 respektive y»(0) = 0,y5(0) = 1.
Bestdm dessa 16sningar pa serieform vid x = 0,

y= i anpx”".
n=0

For detta ska du ange den rekursionsrelation som ger koefficienterna a, samt beridkna
termer till minst ordning 3 i vardera serie. Hur stor &r konvergensradien for de tva serierna?

4 p)

6. Picards sats siger att initialvirdesproblemet y' = f(z,y), y(0) =0, har en unik 16sning y =
¢ (). Forutsittningen &r att funktionen f och dess partiella derivata d f /dy dr kontinuerliga
pa ett rektangulért omrade R som innehaller i origo.

(a) Beviset gar ut pa att skriva problemet som en integralekvation och sedan konstruera
en foljd av approximativa losningar y = ¢, (¢), n =0, 1,2,..., dédr ¢y(z) = 0. Forklara
hur detta gér till. Berikna dven ¢3(¢) da f(z,y) = 1 +ty.

(b) Visa entydigheten, alltsa att om @ (¢), y(r) dr 16sningar till initialvirdesproblemet sa
dro(r) = y(r).

(4p)
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license, visit http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/ or send a letter to Creative Commons, 171 Second Street, Suite 300, San Francisco, California, 94105, USA.



Integrals with Trigonometric Functions

/sin axdr = 1 cos ax (63)
a
-/sin2 azde =2 — sin 2az (64)
T2 4a
/sinn axdr =
1 11-n3
— cosax 2F1 [2, 5 7008 G (65)
.3 _ _3cosaz cos 3ax
/ sin” axde = Ia 124 (66)
/cos ardr = é sinax (67)
cos® azdr = = + sin 24z (68)
] T2 4a
/ p 1 1+p
cos” ardr = —————cos " axx
a(1+p)
1+p 1 34+p 2 )
j o , cos
21[ 7 3 g ,cos” ax (69)
3 _ 3sinax  sin3azx
/cos azrdr = T 20 (70)
. _ cos[(a —b)x]  cos[(a+b)z]
/cosazsmbxdzf 2a=0b) 20t ,a#b
(71)
Lo o _sin[(?afb)z}
/sm ax cos brdr = “12a=b)
sinbz  sin[(2a + b)z]
- smia )T 2
2b 4(2a+b) (72)
/ sin” & cos xdx = % sin® (73)
I _ cos[(2a —b)z]  cosbx
/ cos” arsinbrdr = RTEDN %
cos[(2a + b)z]
- Lossa T o) 4
4(2a +b) (74)
/ cos® az sin axdr = —% cos® ax (75)
C o o _x sin2azr  sin[2(a - b)a]
/mn ax cos” brdr = 1 32 16(a —b)
sin2bz  sin[2(a + b)z]
% 16(a + b) (76)
'sinz xcos® azdr = = — sindaz (77)
az cos” azdz = ¢ T9m
/tan ardr = 72 In cos ax (78)
/ tan® azde = —z + 2tan ax (79)
/ n tan™ ! ax
tan” ardr = ———— X
a(l+n)
oy <”+1,17n+3,7tan2aa?> (80)
2 2
/tan3 ardr = 1 In cos ax + L sec” ax (81)
a 2a
/sccxdw =1In|secz + tanz| = 2tanh ™" (tan %) (82)
/5902 ardr = é tan ax (83)

/scc:jzdx = %sccztanx + %ln\secz + tan z|

/secztan zdr = secx
2 1 2
sec” x tanxdr = 3 sec” x

1
/sec"ztanxdw = —sec"x,n #0
n

/cscxdz:ln‘tan§| =In|cscx —cotz| +C

2 1
/CSC axrdr = —— cotax
a

5 1 1
csc xd:c:7§cotzcscx+§1n|cscmfcotz\
C L oon
csc" xeotxdr = ——csc" x,n #0
n
/seczcsozdm:ln\tanx|

Products of Trigonometric Functions and
Monomials

/zcosxdz =cosz + xsinx
1 T .
 cosaxdr = —; cosaxr + — sinax
a? a
2 2 .
z” cosxdr = 2x cosx + (r — 2) sinx

2z cos ax 4 a’x? -2

————sinaxw
a? a?

/ z? cos axdr =

/ z"cosxdr = —%(11)”4rl [T(n+1,—iz)

+(—=1)"T(n+1,ixz)]

/z"cosazdm = %(ia)lf" [(=1)"T'(n+ 1, —iaz)

—I'(n+1,iza))

/xsinmdac = —xcosz +sinx

. xrcosar | sinax
zsinaxdr = — + 3
a a

/x2 sinzdr = (2 - 12) cosx + 2xsinx

2

2 . 2 —a’x 2x sin ax
z°sinarde = ————— cosaxr + ————
) a3 a2

Products of Trigonometric Functions and

Exponentials
T 1.
e’ sinazdr = 53¢ (sinz — cosz)

. 1 .
" sin axde = ———— e (bsin az — a cos ax)
. a? + b?

(84)

(85)

(86)

(87)

(88)

(89)

(90)

(91)

(92)

(93)

(94)

(95)

(96)

97)

(98)

(99)

(100)

(101)

(102)

/ " sinwdz = —%(i)” [C(n+ 1, —iz) — (=1)"T(n + 1, —iz)]

(103)

(104)

(105)

: 1
/ e’ cosxdr = iew(sinaz + cosx)

b br,
/e * cos axdr = e"*(asin ax + bcos ax)

1
a? + b?
@ 1. .
/ze sinzdr = 53¢ (cosz — xcosz + wsinz)

1, . .
/zez coszdr = §el(zcosz —sinz + zsinz)

Integrals of Hyperbolic Functions

/cosh axdr = ésinh azr
/ea’" coshbzdr =
a;_wbz lacoshbz — bsinhbz] a#b
e2ar o
a2 a=b
. 1
/smh axdr = o cosh ax
/e'” sinh brdxr =
a"’e—/bz [-bcoshbz + asinhbzr] a#b
e o
_Z —p
4a @
/c"m tanh bxdz =
(a+2b)x
€ a a 2ba
ok 14+, 1,24 —,—
at2p)t [14 g 12+ 55 =]
1 ’
——e" o Fy %, 1,1E, 762!,1] a#b
aw _ 9 tan=—1[e®
e tan” " [e®] aeb
a
1
/ tanh ax de = — Incosh ax
a
1 .
/ cos ax cosh brdr = ———— [asinax cosh bz
a? + b?
+b cos az sinh bx]
/ cos ax sinh bxdx = ! [bcos ax cosh bx—+
T a2+ b?
asin ax sinh bx]
/ sin ax cosh bxdxr = ; [—acos az cosh bz+
sinaz coshbedr = —5— S S

bsin ax sinh bz

/ sin ax sinh bxdr = [b cosh bz sin ax—

1
a? + b?
a cos azx sinh bz

1
/sinh az cosh azdz = i [—2az + sinh 2az]

/sinh ax cosh bxdr = =

—a cosh az sinh bz|

1
o [b cosh bz sinh az

(106)

(107)

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)

(114)

(115)

(116)

(117)

(118)

(119)

(120)

(121)
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SF1683 Differentialekvationer och transformmetoder, del 1
Tentamen
Mandag den 18 december 2023

Skrivtid: 08:00-12:00
Tillatna hjialpmedel: inga (forutom det bifogade formelbladet)
Examinator: Mattias Dahl

Tentamen bestar av sex uppgifter uppdelade i tva delar. Del I utgors av de tre forsta uppgifterna
som testar formagan att 16sa grundldggande problem. Del II utgors av de tre sista uppgifterna
och testar formagan att 16sa mer avancerade problem som dven kan vara av teoretisk karaktér
och ir avsedda framst for hogre betyg. Varje uppgift ger maximalt fyra podng. Bonuspoéng fran
lappskrivningarna adderas till erhallna poidng pa del I upp till maximalt 12 podng.

Betygsgrinserna vid tentamen ges av foljande tabell.

Fx E D C B A
11 12 14 16 19 21

For full podng pa en uppgift krévs att losningen dr vil presenterad och litt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poing.

DEL I — GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Los foljande initialvirdesproblem for y = y(x) och bestdm l9sningarnas existensintervall.
X
(a) yl:y——xzy’ y(0) = -2, (b) (x+1)y —xy=x+x>, y(0)=0.

4p)

2. Ekvationen

xy+ (2)62 +3y? — 20) %

for y = y(x) dr inte exakt, men kan goras exakt genom att multiplicera med en integrerande

=0

faktor u = p(y) som bara beror av y. Los ekvationen. 4 p)
. -4 2 .. .. .
3. Matrisen A = 1 har egenvirden r; = 0 och r, = —5. Bestdm den allminna

16sningen till det homogena systemet x'(z) = Ax(r). Motivera varfér du har hittat den
allménna 16sningen till systemet. Bestdm dérefter den allménna 16sningen till det inhomo-
gena systemet

/ 241!
X (t) = Ax(t) + L1 )



SF1683 Tentamen 2023-12-18

(4 p)

DEL II — AVANCERADE PROBLEM

4. Visa att ekvationen
262" 4+ 3xy + (262 — 1)y =0
for y = y(x) har en reguljér singulédr punkt vid x = 0. Bestdm tva linjirt oberoende seri-
elosningar av Frobeniustyp vid x = 0 till ekvationen. For detta ska du ange den rekursions-
relation som ger koefficienterna i dessa serielosningar, samt beridkna minst tre noll-skiljda
termer i vardera serie. For vilka x konvergerar dessa serier? 4p)

5. Utslagsvinkeln 0(¢) for en svingande pendel uppfyller ekvationen 6" () + sin 6(r) = 0.
xX/(t) = y(t)

Med x(t) = 6(r) och y(r) = 6’(r) ger detta det autonoma systemet { ) :
y'(t) = —sinx(t)
Punkten (0,0) dr en kritisk punkt for detta system.
(a) Vad sidger metoden med linjirisering om stabiliteten for den kritiska punkten?
(b) Vad sdger Lyapunovs metod om stabiliteten for den kritiska punkten? (Ledning: det
finns en Lyapunovfunktion som #r uppbyggd av 1 — cosx och y2.)

(4p)

6. Denna uppgift géller existens och entydighet for I16sningar y = y(¢) till initialvirdesproblemet

y/:f(tay)’ y(0>:07

ddr f(z,y) ar en funktion definierad pa en rektangel R i ty-planet som innehéller punkten

(0,0).

(a) Formulera Picards sats som garanterar att initialvirdesproblemet har en unik 16sning.
Var noggrann nir du anger villkoren i satsen.

(b) I beviset av Picards sats definieras en foljd av y = ¢, (¢) av approximativa 1osningar
genom ¢ (¢) = 0 och @,11(¢) = f§ £ (s, Pu(s))ds. En del av beviset visar att det finns
ett 1 > 0 sa att alla ¢),(¢) &r definierade for |¢| < h. Med detta, bevisa att

MKnhn+1
[ Pns1(2) — Ou(t)] < )

forallan=0,1,2,..., ddr M,K idr konstanter sddana att | f| < M och |d f/dy| < K pa
R.

4 p)




Basic Forms

1
g —
/ = n+ 1
/ —dx = In|z|
/udv:uvf/vdu
1
/ ax + bdx
Integrals of Rational Functions
1
/7(117 = - !
(z +a)? z+a

/(z +a)"de =

(z4+a)" "M (n+ 1)z —a)
(n+1)(n+2)

1 _
/deztan Ly

s

1
= = Inlaz +b|
a

(1 + a)TH»l

1
nrl "7

/z(z +a)"dz =

ltatn7IE

a2+12 a a

1 2 2

/(L2+EQ §1n|a + 7|

I
dr-a—at'm -
a

1 1
/mdz = izz - 5(12 In|a® + 27|

/ L2y 2aw4h
azr? +bx +c Vdac — b2 VAiac — b2
1 1 at+x
———dr = ——1 ,
,/(x+a)(z+b)dL bfanb+w'a¢b

T = L+1n|a+x\
(x+a)?2 " ataz

1 2

—aln\aa: + bz + ¢

T gr=
ax? +br+c = 2

b ~1 2ar+0b

- tan
av/4ac — b2 Viac — b?
Integrals with Roots
/\/x —adr = %(z —a)’/?
———dr=2Vr*ta
/%= e
—2Va—=x

dr —
Va—zx v
" 2 32, 2 5/2
vz — adr = g(l,(!l) —a)” "+ 5(11: —a)
/\/aac+ bdr = <27b+%> Vax +b

3 2 5
3/2, _ 5/2
/(ax+b) de = 5(L(aqub)

\/%dz = %(z F2a)Vrta

z(a — )

Va(a—z) —atan!

=Va(a+z)—aln[Vz+Vz+a

/ a+x

®3)

O]

(6)

U]

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

/z\/az + bdx =

Table of Integrals”

(—2b° + abx + 3a°z”)Vaz + b (26)

2
15a2

/ Va(ax + b)dx = 4(1%/2 [(an +b)vazx(ax +b)

—b%In|ay/z + \/(L(ux+b)|] (27)
b? T
3 — = 3
/\/x (ax + b)dx = [12a 8a2x+ 3] z?(ax +b)

1 1
/\/a:Q + a?dx = §zx/zzia2 + iazln‘er 2 + a?

+ W In ‘aﬂ+ Valax + b)) (28)

(29)

/\/ a? — x2de = %r a? —a? + %az tan ™ h
(30)
/x\/ 2 £+ a?dx = % (zQ + a2)3/2 (31)

1 2 2

\/ﬁdzzln)er 2+ a (32)

1 1z .
/\/ﬁdz =sin" = (33)
/ \/%dx =zt ta? (34)

' z 2 _ 2

/ ﬁdz = a? —x (35)

@1
Vexa 2"

T+ vx2 +a?

22 +a?F %(Lz In

(36)
/\/aoc2 +br + cdr = M\/azz +bx+c
+ = dac — ln ‘Qaz + b+ 2v/a(az? + bxtc) ‘ (37)
8(13/2

/anx/az2 +br+c=

2v/av/ax? 4+ bx + ¢

48a/ 5/2 (

X (73b2 + 2abz + 8a(c + ax2))
+3(5" — dabe)In|b + 20z + 2vav/aa? + b + | ) (38)

/

: 1 1
o — . 22 1 br +c
/de/ ﬁln|2a1+b+2\/a(at +bt+t)‘
(39)
T 1
———dr = Va2 +br+c
Vaz? +bx +c a
b
- Wln‘?az-!—b-k%/a(am? +b1:+c)| (40)
/ ' z’ ___ T (41)
(a2 +22)372 ~ g2\ /a? ¥ 22

Integrals with Logarithms

/ln ardr = zlnax — x (42)
/ hl;“: dx = % (Inaz)? (43)
b
In(ax + b)dz = (= + . In(az +b) —x,a#0 (44)
/1n(z2 +a?)dx = zIn(z® + a®) + 2a tan™" 2 — 2z (45)
2 2 2 2 z+a
/ln(z —a”)dx=zln(z" —a )Jralnm_u —2x  (46)
- 1 2axz+b
In (a2’ + be dz = =+/dac — b2 tan” " =
/n(az + r+c) T ac an N
b 2
-2z + <%+z> In (az” + bz + c) (47)
bxr 1
1 -2 _ 2
/x n(ax + b)dx 2 1%
1 b
+3 (a;2 - a—z) In(ax + b) (48)
2 42 2 1,
/xln(a — bz )dx:7§m +
1 a?
5 (12 - b—2> In (a2 — bzwz) (49)
Integrals with Exponentials
/e“d:v = le‘w (50)
T a
/ Vze dr = fc(" 2\é;zerf (L\/(JJ,‘) R
where erf(z) = 7 /[; e at (51)
/re”dr = (z—1)e" (52)
ax z 1\
/ze dz:(gfﬁ>e (53)
/zzewdw = (2" —220+2) € (54)
2
2 a8, _ (% 2z 2\ =
/xe dxf(a a2+a3>e (55)
/z3emdw = (¢ — 32 + 62— 6) €" (56)
/z"e”dw =2 : 7£/z7l’16“zdz (57)
/ "e do = ﬂF[lJrn —ax),
T ogntl
o (58)
where I'(a,z) = / t“ et dt
2 i/m .
4 dr = — f
/e dz 2\/Eer (izv/a) (59)
/670I2 dz = T@crf (z+/a) (60)
—ax? g 1 _ax? 61
/ze x=—5e (61)
/1267{” dx = —,/—crf(zf) - 2—6 oo’ (62)
a

*(©) 2014. From http://integral-table.com, last revised June 14, 2014. This material is provided as is without warranty or representation about the accuracy, correctness or
suitability of the material for any purpose, and is licensed under the Creative Commons Attribution-Noncommercial-ShareAlike 3.0 United States License. To view a copy of this
license, visit http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/ or send a letter to Creative Commons, 171 Second Street, Suite 300, San Francisco, California, 94105, USA.



Integrals with Trigonometric Functions

/sin axdr = 1 cos ax (63)
a
-/sin2 azde =2 — sin 2az (64)
T2 4a
/sinn axdr =
1 11-n3
— cosax 2F1 [2, 5 7008 G (65)
.3 _ _3cosaz cos 3ax
/ sin” axde = Ia 124 (66)
/cos ardr = é sinax (67)
cos® azdr = = + sin 24z (68)
] T2 4a
/ p 1 1+p
cos” ardr = —————cos " axx
a(1+p)
1+p 1 34+p 2 )
j o , cos
21[ 7 3 g ,cos” ax (69)
3 _ 3sinax  sin3azx
/cos azrdr = T 20 (70)
. _ cos[(a —b)x]  cos[(a+b)z]
/cosazsmbxdzf 2a=0b) 20t ,a#b
(71)
Lo o _sin[(?afb)z}
/sm ax cos brdr = “12a=b)
sinbz  sin[(2a + b)z]
- smia )T 2
2b 4(2a+b) (72)
/ sin” & cos xdx = % sin® (73)
I _ cos[(2a —b)z]  cosbx
/ cos” arsinbrdr = RTEDN %
cos[(2a + b)z]
- Lossa T o) 4
4(2a +b) (74)
/ cos® az sin axdr = —% cos® ax (75)
C o o _x sin2azr  sin[2(a - b)a]
/mn ax cos” brdr = 1 32 16(a —b)
sin2bz  sin[2(a + b)z]
% 16(a + b) (76)
'sinz xcos® azdr = = — sindaz (77)
az cos” azdz = ¢ T9m
/tan ardr = 72 In cos ax (78)
/ tan® azde = —z + 2tan ax (79)
/ n tan™ ! ax
tan” ardr = ———— X
a(l+n)
oy <”+1,17n+3,7tan2aa?> (80)
2 2
/tan3 ardr = 1 In cos ax + L sec” ax (81)
a 2a
/sccxdw =1In|secz + tanz| = 2tanh ™" (tan %) (82)
/5902 ardr = é tan ax (83)

/scc:jzdx = %sccztanx + %ln\secz + tan z|

/secztan zdr = secx
2 1 2
sec” x tanxdr = 3 sec” x

1
/sec"ztanxdw = —sec"x,n #0
n

/cscxdz:ln‘tan§| =In|cscx —cotz| +C

2 1
/CSC axrdr = —— cotax
a

5 1 1
csc xd:c:7§cotzcscx+§1n|cscmfcotz\
C L oon
csc" xeotxdr = ——csc" x,n #0
n
/seczcsozdm:ln\tanx|

Products of Trigonometric Functions and
Monomials

/zcosxdz =cosz + xsinx
1 T .
 cosaxdr = —; cosaxr + — sinax
a? a
2 2 .
z” cosxdr = 2x cosx + (r — 2) sinx

2z cos ax 4 a’x? -2

————sinaxw
a? a?

/ z? cos axdr =

/ z"cosxdr = —%(11)”4rl [T(n+1,—iz)

+(—=1)"T(n+1,ixz)]

/z"cosazdm = %(ia)lf" [(=1)"T'(n+ 1, —iaz)

—I'(n+1,iza))

/xsinmdac = —xcosz +sinx

. xrcosar | sinax
zsinaxdr = — + 3
a a

/x2 sinzdr = (2 - 12) cosx + 2xsinx

2

2 . 2 —a’x 2x sin ax
z°sinarde = ————— cosaxr + ————
) a3 a2

Products of Trigonometric Functions and

Exponentials
T 1.
e’ sinazdr = 53¢ (sinz — cosz)

. 1 .
" sin axde = ———— e (bsin az — a cos ax)
. a? + b?

(84)

(85)

(86)

(87)

(88)

(89)

(90)

(91)

(92)

(93)

(94)

(95)

(96)

97)

(98)

(99)

(100)

(101)

(102)

/ " sinwdz = —%(i)” [C(n+ 1, —iz) — (=1)"T(n + 1, —iz)]

(103)

(104)

(105)

: 1
/ e’ cosxdr = iew(sinaz + cosx)

b br,
/e * cos axdr = e"*(asin ax + bcos ax)

1
a? + b?
@ 1. .
/ze sinzdr = 53¢ (cosz — xcosz + wsinz)

1, . .
/zez coszdr = §el(zcosz —sinz + zsinz)

Integrals of Hyperbolic Functions

/cosh axdr = ésinh azr
/ea’" coshbzdr =
a;_wbz lacoshbz — bsinhbz] a#b
e2ar o
a2 a=b
. 1
/smh axdr = o cosh ax
/e'” sinh brdxr =
a"’e—/bz [-bcoshbz + asinhbzr] a#b
e o
_Z —p
4a @
/c"m tanh bxdz =
(a+2b)x
€ a a 2ba
ok 14+, 1,24 —,—
at2p)t [14 g 12+ 55 =]
1 ’
——e" o Fy %, 1,1E, 762!,1] a#b
aw _ 9 tan=—1[e®
e tan” " [e®] aeb
a
1
/ tanh ax de = — Incosh ax
a
1 .
/ cos ax cosh brdr = ———— [asinax cosh bz
a? + b?
+b cos az sinh bx]
/ cos ax sinh bxdx = ! [bcos ax cosh bx—+
T a2+ b?
asin ax sinh bx]
/ sin ax cosh bxdxr = ; [—acos az cosh bz+
sinaz coshbedr = —5— S S

bsin ax sinh bz

/ sin ax sinh bxdr = [b cosh bz sin ax—

1
a? + b?
a cos azx sinh bz

1
/sinh az cosh azdz = i [—2az + sinh 2az]

/sinh ax cosh bxdr = =

—a cosh az sinh bz|

1
o [b cosh bz sinh az

(106)

(107)

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)

(114)

(115)

(116)

(117)

(118)

(119)

(120)

(121)
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SF1683 Differentialekvationer och transformmetoder, del 1
Tentamen
Tisdag den 22 oktober 2024

Skrivtid: 08:00-12:00
Tillatna hjialpmedel: inga (forutom det bifogade formelbladet)
Examinator: Mattias Dahl

Tentamen bestar av sex uppgifter uppdelade i tva delar. Del I utgors av de tre forsta uppgifterna
som testar formagan att 16sa grundldggande problem. Del II utgors av de tre sista uppgifterna
och testar formagan att 16sa mer avancerade problem som dven kan vara av teoretisk karaktér
och ir avsedda framst for hogre betyg. Varje uppgift ger maximalt fyra podng. Bonuspoéng fran
lappskrivningarna adderas till erhallna poidng pa del I upp till maximalt 12 podng.

Betygsgrinserna vid tentamen ges av foljande tabell.

Fx E D C B A
11 12 14 16 19 21

For full poing pa en uppgift kréivs att [osningen &r vil presenterad och litt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr val motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva podng.

DEL I - GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Los foljande initialvirdesproblem for y = y(x) och bestdm l9sningarnas existensintervall.

d
@ »=-3"sinx, y@/2)=1 () P+dov+Qo+2d) 20 =0, y(1)=1.

(For bada problemen kan 16sningen skrivas pa explicit form.) 4p)

2. Den homogena ekvationen y” — 6t~y = 0 for y = y(t), t > 0, har en 16sning y; (t) =t ~2.

Bestdm den allménna 16sningen till den inhomogena ekvationen
y'—6t72y =51—4.
(4p)

3. Matrisen A = (_4 -1 har det dubbla egenvirdet r = —3. Bestdm den fundamental-

1 -2
matris ®(¢) till systemet x'(¢) = Ax(¢) for vilken ®(0) dr lika med identitetsmatrisen L.
(4p)
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DEL II — AVANCERADE PROBLEM

4. Visa att ekvationen
Y +xy + (x—=1)y=0
for y = y(x) har en reguljdr singulédr punkt vid x = 0. Bestim en serielosning av Frobe-
niustyp vid x = O till ekvationen. For detta ska du ange den rekursionsrelation som ger
koefficienterna i serielosningen, samt beridkna minst fyra noll-skiljda termer. For vilka x
konvergerar denna serielosning? Forklara ocksa varfor denna serieansats inte ger en andra

linjéirt oberoende 16sning. (4 p)

5. Den ickelinjira ekvationen
X4 (1- (x')z)x'+x =0

for x = x(r) har en 16sning x(7) = 0. Om vi sitter y(¢) = x'() sa ger ekvationen ett autonomt
system for (x(¢),y(t)) for vilket (0,0) &r en kritisk punkt.

(a) Forklara vad det betyder att en kritisk punkt dr (asymptotiskt) stabil resp. instabil.

(b) Vad sdger metoden med linjdrisering om stabiliteten for den kritiska punkten i denna

uppgift?
(c) Visa att den kritiska punkten ir stabil med Lyapunovs metod.
(4p)

6. Denna uppgift géller existens och entydighet for I6sningar y = y(¢) till initialvirdesproblemet

y/:f(tay)> y<0>:07
didr funktionen f(z,y) #r definierad pa en rektangel R i ty-planet med (0,0) € R.
(a) Formulera Picards sats som garanterar att initialvirdesproblemet har en unik 16sning.
Var noggrann nir du anger villkoren i satsen.

I beviset av Picards sats definieras en foljd av y = ¢,(¢) av approximativa losningar
genom @o(7) = 0 och @,41(¢) = [ £(s,Pu(s))ds. En del av beviset visar att det finns et
h > 0 sa att alla ¢, (¢) dr definierade for |¢| < h. Weierstrass M-test sdger att om en f6ljd av
funktioner f(¢) uppfyller |fi(z)| < My for alla ¢ ddr Y';° M. konvergerar si konvergerar
serien av funktioner )y  fi(¢) likformigt.

(b) Visa att foljden fi.(¢) = ¢r(t) — ¢_1(¢) uppfyller villkoren for Weierstrass M-test.
Forklara kort hur existensen av en 16sning foljer av detta.

(4 p)
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FORMELBLAD
Trigonometriska formler
. . 1 1
sin(m — a) =sina (29) /ﬁ dr == tan' =
a* +x a a
cos(m — o) = —cosa 1 9 2az + b
o — 30 dz = tan~! —=
sinnt =0, n€Z (30) / a2 +brtet [Jac — b2 an /Lac — b2
cosnm=(—1)", nez 1 1
( )7'r (31) / dr = lna+x7 a#b
sina:cos(i—a> .(ac—i—a)(w—i-b) 1 b b—:x
™ (32) /\/x2:ta2d.r:7mmifa21n’x+\/m2:ta2‘
tan o = cot (5 - a) 2 2
. 1 1
¢ _ sina (33) /\/a2 —x2dx = 7m\/m+ 7a2 tan~!
ana = a? — a2
cos o
cos o
fo = 4 —In o+ /a2 £ 02|
cota = —— (34) /\/761.1’ nlz+vVa2ta

cos?a+sina=1 .,z
dx =sin”" —

sin(aw £+ ) = sinacos § £ cosasin 3 /\/ 2—2? a

= i i Inaz 1
cos(a £ ) = cosacos § F sinasin 8 (36) /xplnamda::mp“(naj_ 12>7 bt 1
sin 2a = 2sin a cos « P+ (p+1)

In az
cos 2a = cos? a — sin? o (37)

(ln ax)2
e dx =

/=
1 oo
sinacos 8 = §[Sin(a + ) +sin(a — B)] (39) /Lcaz d (5 _ %) e
/
/

. . 1
sinasin § = E[COS(OL — B) — cos(a + 5] (38)

1
cosacos 3 = §[cos(a + B) + cos(a — B)] . 2?2 2w 2\ L.
e dr = Tl +—= e

1 1 2 3

sin? o = 5~ 5005204 1 a @
1 1 cosax dxr = —sinax

cos2a:§+§cos2a a

3

1
. 1, . . (42) /sin ardr = —— cosax
sin® o = 1(3 sin @ — sin 3a) a

1
1 [
cos® o = Z(3 cos a + cos 3a) (43) tanaz dr = o In cos ax
e = cosa +isina (44) = — 2tanh~! (tan f)
1 cos z 2
cosa = = (e!® + e~ 1
2 ( ) (45) dx =1In )tan f’

1, . ) sinz
sina = — (em — e_m)
27 (46)

1 x .
1 zcosardr = cos ax + — sinax
a
cosha == (e*+e™®
L o)

a2

/

/

/

/ 2,.2
/ ) 2rcosar | a*? —2
/

/

/

&

sinh o — 1 (e — e (47) x° cosax dr = = — sin ax
2 4 _xzcosar  sinawx
cosh? o —sinh?a = 1 (48) rsinazrdr = - + =
92— 2.2 21 si
Integraler (49) 22 sin az de — # S w
1 a a
_ +1 B 1
/l‘pdfl‘fp+1.ﬁl‘p ) p# 1 (50) ewaOSafEdI— 2+b26bz(asinax+bcosax)
1 1
= - 1
/ az +b dz = a Infaz + 0| (51) %% sin ax de = pE— ——— ¥ (bsinaz — acosax)
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SF1683 Differentialekvationer och transformmetoder, del 1
Tentamen
Mandag den 16 december 2024

Skrivtid: 08:00-12:00
Tillatna hjalpmedel: inga
Examinator: Mattias Dahl

Tentamen bestar av sex uppgifter uppdelade i tva delar. Del I utgérs av de tre forsta uppgifterna
som testar formagan att 16sa grundldggande problem. Del II utgors av de tre sista uppgifterna
och testar formagan att 16sa mer avancerade problem som dven kan vara av teoretisk karaktér
och ir avsedda framst for hogre betyg. Varje uppgift ger maximalt fyra podng. Bonuspoéng fran
lappskrivningarna adderas till erhallna poidng pa del I upp till maximalt 12 podng.

Betygsgrinserna vid tentamen ges av foljande tabell.

Fx E D C B A
11 12 14 16 19 21

For full podng pa en uppgift krévs att Iosningen dr vil presenterad och litt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poing.

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. En av foljande ekvationer dr exakt. Los den ekvationen med initialvillkoret y(1) = 2. Ange
16sningens existensintervall.

d
M (1402 =1+4my+2,
dx X

dy y
2 1—Inx)—2 =141 z
(2) ( nx)dx +ny+x,

3) (1 —lnx)% = 1+lnx+);}.

4 p)

2. Bestdm de kritiska punkterna till foljande autonoma system for (x,y) = (x(¢),y(¢)) samt
avgor om de ir stabila.
X = y2 — 2
y=1-x

4p)
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3. Hitta den allménna 16sningen till det homogena systemet

L/11 18
/ P —
X(t)—t<_6 _lo)x(t), t>0,

genom en ansats av typen x(¢) = ¢, dir r #r ett tal och & 4r en vektor. Los dérefter det
inhomogena systemet

X() = ; (“6 _1f0> x(t) + (_Zift) |

DEL II — AVANCERADE PROBLEM

(4p)

4. (a) Bestdm den serielosning y = y;(x) vid x = 0 till ekvationen

Y= (+1)y —y=0
som uppfyller y; (0) = 1 och y} (0) = —1. For detta ska du ange den rekursionsrelation
som ger koefficienterna i serielosningen, samt berdkna minst fem termer i serien.
(b) Lat y = y(x) vara den 16sning till ekvationen ovan som uppfyller y;(0) = 4 och
¥5(0) = 1 (du behover inte bestimma en serielosning for y,(x)). Anvind Abels sats
for att berdkna Wronskianen W [y, y2](x).

4 p)

5. (a) Ekvationen P(x)y” + Q(x)y’ + R(x)y = 0 for y = y(x) kallas exakt om den kan skrivas
pa formen [P(x)y] + [f(x)y] = O for nagon funktion f(x). Bestim ett villkor pa
koefficienterna P(x), Q(x),R(x) for att ekvationen ska vara exakt.

(b) Bestdm R(x) sa att ekvationen

(x+1)y" 4+ (2= (x+ 1) tanx)y +R(x)y =0

ar exakt. Bestim den allminna 16sningen till ekvationen med denna R(x).
(4p)

6. Denna uppgift giller entydighet for 16sningar y = y(¢) till initialvirdesproblemet

Y=fty), »0)=0, ()
ddr f(t,y) ar en kontinuerlig funktion definierad pa nagot omrade R i ty-planet som in-
nehéller punkten (0,0).

(a) Ge ett exempel pa ett initialvirdesproblem som (1) med tva olika funktioner som
16sningar. Ge en noggrann forklaring varfor de funktioner du anger &r 16sningar.

(b) Antag nu att funktionen f(z,y) i (1) dessutom uppfyller ett Lipschitz-villkor i y, alltsa
att det finns en konstant C > 0 sa att

‘f(t;,VI) —f(t,yz)! < C|y1 _Y2|
for alla (¢,y1), (z,y2) i omradet R. Visa att om ¢ (z) och y(z) bada l6ser problemet (1)
sadr @(t) = y(t).
(4p)
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FORMELBLAD
Trigonometriska formler
. . 1 1
sin(m — a) =sina (29) /ﬁ dr == tan' =
a* +x a a
cos(m — o) = —cosa 1 9 2az + b
o — 30 dz = tan~! —=
sinnt =0, n€Z (30) / a2 +brtet [Jac — b2 an /Lac — b2
cosnm=(—1)", nez 1 1
( )7'r (31) / dr = lna+x7 a#b
sina:cos(i—a> .(ac—i—a)(w—i-b) 1 b b—:x
™ (32) /\/x2:ta2d.r:7mmifa21n’x+\/m2:ta2‘
tan o = cot (5 - a) 2 2
. 1 1
¢ _ sina (33) /\/a2 —x2dx = 7m\/m+ 7a2 tan~!
ana = a? — a2
cos o
cos o
fo = 4 —In o+ /a2 £ 02|
cota = —— (34) /\/761.1’ nlz+vVa2ta

cos?a+sina=1 .,z
dx =sin”" —

sin(aw £+ ) = sinacos § £ cosasin 3 /\/ 2—2? a

= i i Inaz 1
cos(a £ ) = cosacos § F sinasin 8 (36) /xplnamda::mp“(naj_ 12>7 bt 1
sin 2a = 2sin a cos « P+ (p+1)

In az
cos 2a = cos? a — sin? o (37)

(ln ax)2
e dx =

/=
1 oo
sinacos 8 = §[Sin(a + ) +sin(a — B)] (39) /Lcaz d (5 _ %) e
/
/

. . 1
sinasin § = E[COS(OL — B) — cos(a + 5] (38)

1
cosacos 3 = §[cos(a + B) + cos(a — B)] . 2?2 2w 2\ L.
e dr = Tl +—= e

1 1 2 3

sin? o = 5~ 5005204 1 a @
1 1 cosax dxr = —sinax

cos2a:§+§cos2a a

3

1
. 1, . . (42) /sin ardr = —— cosax
sin® o = 1(3 sin @ — sin 3a) a

1
1 [
cos® o = Z(3 cos a + cos 3a) (43) tanaz dr = o In cos ax
e = cosa +isina (44) = — 2tanh~! (tan f)
1 cos z 2
cosa = = (e!® + e~ 1
2 ( ) (45) dx =1In )tan f’

1, . ) sinz
sina = — (em — e_m)
27 (46)

1 x .
1 zcosardr = cos ax + — sinax
a
cosha == (e*+e™®
L o)

a2

/

/

/

/ 2,.2
/ ) 2rcosar | a*? —2
/

/

/

&

sinh o — 1 (e — e (47) x° cosax dr = = — sin ax
2 4 _xzcosar  sinawx
cosh? o —sinh?a = 1 (48) rsinazrdr = - + =
92— 2.2 21 si
Integraler (49) 22 sin az de — # S w
1 a a
_ +1 B 1
/l‘pdfl‘fp+1.ﬁl‘p ) p# 1 (50) ewaOSafEdI— 2+b26bz(asinax+bcosax)
1 1
= - 1
/ az +b dz = a Infaz + 0| (51) %% sin ax de = pE— ——— ¥ (bsinaz — acosax)
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SF1683 Differentialekvationer och transformmetoder, del 1
Tentamen
Torsdag den 23 oktober 2025

Skrivtid: 08:00-12:00
Tillatna hjalpmedel: inga
Examinator: Mattias Dahl

Tentamen bestar av sex uppgifter uppdelade i tva delar. Del I utgérs av de tre forsta uppgifterna
som testar formagan att 16sa grundldggande problem. Del II utgors av de tre sista uppgifterna
och testar formagan att 16sa mer avancerade problem som dven kan vara av teoretisk karaktér
och ir avsedda framst for hogre betyg. Varje uppgift ger maximalt fyra podng. Bonuspoéng fran
lappskrivningarna adderas till erhallna poidng pa del I upp till maximalt 12 podng.

Betygsgrinserna vid tentamen ges av foljande tabell.

Fx E D C B A
11 12 14 16 19 21

For full poing pa en uppgift krivs att 10sningen &r vil presenterad och latt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs 1 ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poiang.

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Los foljande initialvirdesproblem for y = y(x) och bestdm l9sningarnas existensintervall.
d
@ (1= +4y=9%1-x)" y2)=4 () 2xy+("- 2)d—y =0, y(1)=2.
X
(For bada problemen kan 16sningen skrivas pa explicit form.) 4p)

2. Den homogena ekvationen y” 42y’ 4+y =0 har tva 16sningar y; (x) = e¢~* och y, (x) = xe ™.

Bestdm den allménna 16sningen till ekvationen

—X

1+x2

Y'+2y +y=

4 p)

3. (a) For en av matriserna A hir nedanfor géller att det linjdra systemet av differentialekva-

x(1)

tioner x'(¢) = Ax(¢) har 16sningar x(1) = <y (t)) som dr begrinsade, men inte gir mot

noll da ¢ — oo. Bestdm tva linjért oberoende 16sningar till systemet med den matrisen.
1
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(b) For en av matriserna géller att Wronskianen W[x,x,](¢) for tva linjéirt oberoende
16sningar x (1), x;(7) till systemet x' () = Ax(¢) ér en icke-konstant funktion. Berikna
denna Wronskian, upp till en multiplikativ konstant.

5 -2 -5 2 2 -5 ~15
v = (B () A= ()

DEL II — AVANCERADE PROBLEM

(4 p)

4. Visa att ekvationen

A xy + (P -4y =0, y=y(x),

har en reguljir singulidr punkt vid x = 0. Anvind en serieansats av Frobeniustyp for att
hitta en 10sning till ekvationen. For detta ska du ange den rekursionsrelation som ger
koefficienterna 1 serien samt berdkna minst 3 nollskiljda termer. Visa dessutom att denna
serieansats inte kan ge en andra linjért oberoende 16sning (du behover heller inte bestimma
en andra 16sning). 4p)

5. Den ickelinjdra ekvationen
¥ =—x+ 1x3
B 3

for x = x(t) har tre konstanta 16sningar x(¢) = 0, x(t) = ++/3. Om vi siitter y(t) = x'(t)

sa ger ekvationen ett autonomt system for (x(¢),y(z)) vars kritiska punkter ges av de kon-

stanta l0sningarna.

(a) Ge de exakta definitionerna av vad som menas med att en kritisk punkt for ett auto-
nomt system dr asymptotiskt stabil, stabil, resp. instabil.

(b) Avgor stabilitetsegenskapen for de tre kritiska punkterna. (Ledning: For en av de
kritiska punkterna kan en linjarkombination av termer x”,y” med p = 2,4 anvéndas
som Lyapunovfunktion.)

(4 p)

6. Picards sats séger att initialvirdesproblemet y' = f(z,y), y(0) = 0, har en unik 16sning y =
¢ (). Forutsittningen &r att funktionen f och dess partiella derivata d f /dy dr kontinuerliga
pa ett rektanguldrt omrade R som innehaller i origo.

(a) T beviset av Picards sats definieras en foljd av y = ¢,(f) av approximativa losningar
genom @o(t) = 0 och @,11(t) = [3 f(s,Pu(s))ds. En del av beviset visar att det finns
ett tal 2 > 0 sa att alla ¢,(r) dr definierade for || < h. Med detta, bevisa att

MEK"h"+!
[P 1(2) — Ou(t)] < W

forallan=0,1,2,..., ddr M, K ir konstanter sddana att | f| < M och |d f/dy| < K pa
R.
(b) Visa entydigheten, alltsa att om ¢ (¢), y(z) dr 16sningar till initialvirdesproblemet sa
ar ¢(1) = y(r).
(4p)




(20)
(21)

(22)
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FORMELBLAD
Trigonometriska formler
. . 1 1
sin(m — a) =sina (29) /ﬁ dor = - tan™' =
a* +x a a
cos(m — o) = —cosa 1 9 2az + b
i = 30 dr = tan~! -
sinnt =0, n€Z (30) / a2 +brtet [Jac — b2 an /Lac — b2
cosnm=(—1)", nez 1 1
( )7'r (31) / dr = lna+x7 a#b
sina:cos(i—a> .(ac-i—a)(w-i-b) ) b—a b—:x
™ (32) /\/x2:ta2d.r:7mmifa21n’x+\/m2:ta2‘
tan o = cot (5 - a) 2 2
. 1 1
¢ _sina (33) /\/a2 —x2dx = ﬂm/ﬂ—i— faz tan~!
ana = a? — a2
cos o
cos o
fo = 4 —In o+ /a2 £ 02|
cota = —— (34) /\/761.1’ njz+vaz2ta

cos?a+sina=1 .,z
dx =sin”" —

sin(aw £+ ) = sinacos § £ cosasin 3 /\/ 2—2? a

cos(a £ ) = cosacos § F sinasin 8 (36) /xplnamdx:mp+1 (lnax 1 2>7 p#—1
sin 2o = 2sin v cos « p+1 (p+1)

In az
cos 2a = cos? a — sin? o (37)

(ln ax)2
e dx =

/=
1 oo
sinacos 8 = §[Sin(a + ) +sin(a — B)] (39) /Lcaz d (5 _ %) e
/
/

. . 1
sinasin § = E[COS(OL — B) — cos(a + 5] (38)

1
cosacos 3 = §[cos(a + B) + cos(a — B)] . 2?2 2w 2\ L.
e dr = Tl +—= e

1 1 2 3

sin? o = 5~ 5005204 1 a @
1 1 cosax dxr = —sinax

cos2a:§+§cos2a a

3

1
. 1, . . (42) /sin ardr = ——cosax
sin® o = 1(3 sin @ — sin 3a) a

1
1 [
cosd o — Z(3 cos a + cos 3a) (43) tan azx dr = . In cos ax
e = cosa +isina (44) = — 2tanh~! (tan f)
1 cosz 2
cosa = = (e!® + e~ 1
2 ( ) (45) dr =1n )tan f’

1, . ) sinz
sina = — (em — e_m)
27 (46)

1 x .
1 zcosardr = cos ax + — sinax
a
cosha == (e*+e™®
L o)

a2

/

/

/

/ 2,.2
/ ) 2rcosar | a*? —2
/

/

/

&

sinh o — 1 (e — e (47) x° cosax dr = = — sin ax
2 4 _xzcosar  sinawx
cosh? o —sinh?a = 1 (48) rsinar dr = B + =
92— 2.2 21 si
Integraler (49) z?sinaz dr = # cos azx + w
a a
1
- +1 _ 1
/l‘pdfl‘fp+1.ﬁl‘p ) p# 1 (50) ewaOSafEdI— 2+b26bz(asinax+bcosax)
1 1
= - 1
/ az +b dz = a Infaz + 0| (51) %% sin ax de = pE— ——— ¥ (bsinaz — acosax)



