KTH, Matematik
Maria Saprykina

Tentamen, SF1683, Differentialekvationer och Transformmetoder (del 2)
08 januari 2018 kl. 08:00-12:00

Tentamen bestar av sex uppgifter dir vardera uppgift ger maximalt fyra podng.
Preliminira betygsgranser: A-21 poing, B-19, C-16, D-13, E-11, Fx-10.
Det finns mojlighet att komplettera betyget Fx inom 4 veckor. Kontakta i sd fall Maria Saprykina.
Inga hjdlpmedel ir tillatna vid tentamen.
OBS: For full poing krivs fullstindiga, tydligt presenterade och védlmotiverade 1osningar som &r
latta att folja. Markera dina svar tydligt.
1. Anvind separation av variabler for att 16sa randvérdesproblemet
ug(2,y) = uy(,y) + u(z,y), u(z,0)=4e > + 5.

2. Lat H(t) vara Heaviside funktion, dvs

H(t) =

0 fort<0,
1 fort > 0.

Beteckna H,.(t) = H(t — ¢).
Laplacetransformen definieras av

CLFD}(s) = / " f)ett.

Tabellen i [BdP] ger:

E{Sinat} = m, s> 0.
S a

a). Visaatt L{H.(t)f(t —c)} = e “L{f(t)}. 1p.
b). Anvind Laplacetransform-metoden for att 16sa begynnelsevirdesproblemet
y'+9 = f(t), y(0)=0,y'(0)=0
ddr f(t) = sint for 0 <t < 27, and f(¢t) = 0 annars.

3. a). Funktionen

r forO0<x <1,
g(x) = )
3 forl<a<m
utvecklas i en sinus-serie S(x) pa intervallet [0, 7]. Ange S(1), S(2) och S(7). Formulera satsen
som du har anvint.

b). Lat f vara en kontinuerlig 27-periodisk function som uppfyller f(x + 7) = f(x) for
x € [—m,7|. Visa att alla de udda Fourierkoefficienterna av f ir noll, dvs cg 1 = 0,
ke Z.

Viand!



. Fouriertransformen definieras av F{f(t)}(w) = [~ f(t)e"™'dt.
a). Bevisa skalningsformeln for Fouriertransform:

Flfan)w) = 275, a>0.

b). Tabellen for Fourier-transformer i [V] ger: F [\/%e_tz/ 2]
transform for att 16sa

e " :/ e =27 £(2)dw

—00

— e—w2/2

1p.

. Anviand Fourier-
3p.

a). Vad menas med att (¢,,),, utgor en fullstindig ON méngd i ett inre produktrum V'?  1p.

b). Formulera Parsevals formel (som relaterar normen av funktionen till dess

Fourierkoefficienter); 1p.
¢). Antag att f(z) dr en kontinuerlig funktion, och
1
/ f(x)z"de =0, n=0,1,2,....
-1
Anvind b) for att visa att f(x) = 0 for alla z € [—1, 1].
a). Verifiera enligt definition att funktionen
zfor0 <z <1,
o=
annars,
definierar en tempererad distribution enligt formeln f[g] = [ f(xz)g(x)dx. 1p.
b). Berikna f’ i distributionsmening. Forkorta sa langt som mojligt. 2p.
c¢). Berikna virdet av f’ [e‘””g]. Svaret skall inte innehalla intergraler. 1p.

Lycka till!



KTH, Matematik
Maria Saprykina

Tentamen i SF1683,
Differentialekvationer och Transformmetoder (del 2)
4 april 2018

Tentamen bestar av sex uppgifter diar vardera uppgift ger maximalt fyra podng.

Preliminira betygsgranser: A-21 poidng, B-19, C-16, D-13, E-11, Fx-10.

Det finns mojlighet att komplettera betyget Fx inom 4 veckor. Kontakta i sa fall Maria Saprykina.
Inga hjdlpmedel ir tillatna vid tentamen.

OBS: For full podng krivs fullstindiga, tydligt presenterade och vilmotiverade 16sningar som &r
ldtta att folja. Markera dina svar tydligt.

1. Betrakta rummet C([0, 1]) (rummet av alla kontinuerliga, komplexvirda funktioner definie-
rade pa intervallet [0, 1]) med den inre produkten

<f,q >:/0 f(a;)mdx.

a). Lat W vara delrummet av C([0, 1]) som spinns upp av funktionerna u;(x) = 1 och uy = 2.
Bestdm en ON-bas for IV.

b). Lét f(z) = 2°. Bestdm den funktion (vektor) u(x) i W som minimerar || f — u||.

2. Finn en 16sning y(x) till integralekvationen
y(x) = 2" +/ e”ry(t)dt, x> 0.
0
Tips: Laplacetransform-tabellen ger: L£(e™) = -, s > a.

3 a). Berikna samtliga egenvirden till Sturm-Liouvilleproblemet
f"+Af=0, 0<zx<m,
f(0) = f'(m) = 0,

och bestdm en egenfunktion for varje egenvirde.
OBS: Motivering av resultatet krdvs! Svar utan motivering ger inga poing.

b). Lat (¢x(z))52, vara egenfunktionerna i a). Ar det sant att man kan hitta N och cy, ..., ¢,
sadana att for funktionen ¢ (x) = S5, cxdhy.(x) giller [ [sina — ¢(x)[2dx < 0.01? 1p.
c¢). Berdkna 1p.

<f07r sinx - de>2
2 Jo 16(@)Pdz

0

o
k=

Viand!



2

4 a). Funktionen

-1, <0
flx)=qx+2, 0<x<1
212, z > 1.

definierar en tempererad distribution. Berikna dess derivata i distributionsmening pa tva sitt:
a). genom att skriva om den 1 termer av Heaviside funktion och b). direkt per definition. Férkorta
ditt svar sa langt det gar.

5a). Betrakta funktionen
cosx, |z| <,
xr) =
/(@) {0, |z| > .

Beridkna Fouriertransformen av f.
Tips: du kan behova formeln 2 cos a cos b = cos(a + b) + sin(a + b).

b). Anvind resultatet i a) fOr att berdkna integralen

/ * w?sin? Tw J

o @™

6 a). For en funktion f € L*(T) 14t ¢, (f) beteckna f:s komplexa Fourierkoefficienter. Antag
att f dr 2m-periodisk, 2 ganger kontinuerligt deriverbar. Uttryck ¢, (f’) och ¢, (f”) genom ¢, (f)

och n. Motivera! 1p.
b). Anvind Fourierseriemetoden for att bestimma alla 27-periodiska, 4 ganger kontinuerligt
deriverbara funktioner som uppfyller 2p.

y'(t) —dy(t —n/2), teR.

¢). Ge en kortfattat (2-4 meningar, inte ldngre) beskrivning av Gibbs fenomenet. Beskrivningen
skall vara riktad till en person som kan definitionen av Fourierserier. 1p.



Tentamen SF1683/SF1632 11 Januari 2019

Tentamen bestar av sex uppgifter dir vardera uppgift ger maximalt fyra poing.
Preliminara betygsgréanser: A-21 poang, B-19, C-16, D-13, E-11, Fx-10.

Det finns mojlighet att komplettera betyget Fx, information om detta publiseras pa Kurshemsidan for SF1683.

Inga hjélpmedel dr tillatna vid tentamen.
Pa skrivningens baksida finns det dock ett antal formler som ni far anviinda.

OBS: For full poédng krivs fullstindiga, tydligt presenterade och vilmotiverade 16sningar som &r ldtta att folja. Markera
dina svar tydligt.

Del 1.
1. Los foljande partiella differentialekvation med hjilp av variabelseparation

Ju(z,t) _ J*u(z,t)
= 2

for z € (0,1) och ¢t > 0

ot T
20D — y(1,6) =0 fort >0 (1)
u(z,0) = f(z)
dér
1 for0<az<i
fl@)=% 3 forz=4%
0 forg<az<l

Du behover inte visa att din Fourierserie konvergerar da ¢t = 0.
[4 poéing]

2. Lat V c L?*([-1,1];C) vara underrummet som spiinns upp av basfunktionerna ¢o(z) = 1 och ¢;(x) = z%. Hitta den
funktion f € V som minimerar

[[cos(z) — f ()]l -

[4 poing]
3. Hitta en 16sning till foljande integralekvation
/ o —t)e Mt = — (2)
R cosh(z)
[4 poing]
4 a). Berdkna Laplacetransformen av cos(ax):
L(cos(ax))(s) = / cos(ax)e™ *dx.
0
[1 poiing]
b) Anvind Laplacetransformen for att 16sa begynnelsevirdesproblemet
y'(x) +4y(x) =1 for z > 0 3)
y(0) =0, y'(0) = 1.
[3 poiing]

Vind!



Del 2.

5. Lat f vara en likformigt kontinuerlig funktion pa enhetscirkeln T; d.v.s. for varje € > 0 sa existerar det ett § > 0 sa
att for alla z,y € T sa att | — y| < § kommer |f(x) — f(y)] < e. Visa att det, for varje € > 0, finns ett trigonometriskt

polynom
N

pN(IE): Z Cneinx

n=—N
s& att
|f(z) —pn(z)| < e for alla z € T.

Du far anvinda att N

1 1 sin(3(N +1)t)
Fn(t) = N1l ZDn@C) = 2r(N + 1) ( sin(1t) > ’

n=0 2

dér D, (t) = 5= >_p__, €™ samt att

Fn(t) =0, (4)
/ Fa(t)dt =1, (5)
T
och att for alla 6 > 0 och = € T sa kommer
lim Fy({t—z)dt=0 (6)
N=oo JieT [t—a|>6
utan bevis.
[4 poéng]
6. Hairled en 16sningsformel for 16sningen u(x, t) till f6ljande ekvationer:
au(zt)—fReyu(x—y, t)dy forzeR, t>0 (7)

u(z,0) = f(x)

dér f € S dr en given funktion i Schwarzklassen.

Din hirledning far vara informell; d.v.s. du behdver inte visa att integraler i 16sningen dr konvergenta, att det ar tillatet
att derivera under integraler et.c. Ditt svar for innehéalla oldsta integraler, elementéra funktioner (sin, cos exponential-
funktionen et.c.) och funktionen f.

[4 poing]

Formler.

Foljande formler ar tillatna att anvdnda utan bevis i era 16sningar:

L L(f)(s) = [y~ f(t)e~t*dt

2. L(f/(t ))( ) = sﬁ(f( ))(s) — f(0)
3. L(sin(ax))(s >=sz%az

4. F(ft)(w) = [ f(t)e dt

5. f(e*tz)(w) = \/?6’%2
6. F(1/ cosh(t))(w) = mtro7ay

7. Om a(n) =a™, n=0,1,2,... s dr z—transformen av a(n) lika med A(z) = =

zZ—Q

<n<k-— _
0 om0<sn<k-—1 da ar z—transformen av a™f(n — k) lika med Chints
1 omk <n z—a

8. Lat O(n — k) = {

9. [?cos(z)dz = —2sin(z) + 2z cos(z) + 2? sin(z).

Lycka Till!



Tentamen SF1683 16e April 2019

Tentamen bestar av sex uppgifter dar vardera uppgift ger maximalt fyra poing.
Preliminéra betygsgrinser: A—21 poing, B-19, C-16, D-13, E-11, Fx-10.

Det finns mojlighet att komplettera betyget Fx, information om detta publiseras pa Kurshemsidan for SF1683.

Inga hjélpmedel dr tillatna vid tentamen.

Pa skrivningens baksida finns det dock ett antal formler som ni far anvinda.

OBS: For full podng kravs fullstindiga, tydligt presenterade och vilmotiverade 16sningar som &r latta att folja. Markera

dina svar tydligt.

Del 1.
1. Los foljande partiella differentialekvation med hjilp av variabelseparation

Ou(wz,t) _ 482u(92:,t)

B " for x € (0,7) och t >0
u(0,t) = u(m,t) =0 fort>0
u(z,0) == for z € (0, 7).

Du behover inte visa att din Fourierserie konvergerar da ¢t = 0.

2. Los foljande differentialekvation med hjélp av Laplacetransformen

u’(z) + 2u/(z) + 2u(zx) = H(x —7) forxz >0
u(0) = 0 och «/(0) =1,
1 omz>0

har ar H(z) = { 0 omz <0 Heavisidefunktionen.

3. Givet att
—x for z <0
f(z) =< sin(z) forO<z <3P
3 for z > g

(1)

[4 poing]

[4 poing]

ar en tempererad distribution (du behdver alltsé inte visa detta) berdkna derivatan av f direkt utifran definitionen av en

distributions derivata.

4. Anvind Fouriertransformen for att flosa foljande diffrentialekvation

w’(z) — du(x) = do(x) — d2(z) for x € R
lim, 400 u(z) = 0.

[4 poing]

[4 podng]

Vand!



Del 2.

5. I den hir fragan behandlar vi foljande egenvirdesproblem

y'(z)+ My(x) =0 for x € (0,7/4)
y(0) = y(w/4) = 0.

a) Hitta alla egenvirden A och de till egenviarderna horande egenfunktionerna y, normaliserade s att ||yl = 1 (hér
ar |Jya|| den vanliga L? normen pa intervallet (0,7/4)).

[2 poing]

b) Visa att egenfunktionerna utgor en ortogonal bas for L?(0,2). Du far anviinda alla satser fran kursen forutsatt att
du kan formulera dem korrekt.

[2 poiing]
6. Antag att f dr en kontinuerligt deriverbar L' funktion pa R. Visa att
f(to) = hm — / Flw)e™todw.
A—oco 2T
Du far antaga att alla funktioner dr integrerbara och att det &r oproblematiskt att byta ordning pa integraler.
[4 poing]

Formler.

Foljande formler &r tillatna att anviéinda utan bevis i era 16sningar:

L L(f(2))(s) = [y f(a)e ™t

cos(azx))(s) = P
sin(az))(s) = =4

0 omax<0
1 omO<zx

da éir £(f(x — T)O(x — T))(s) = e T L(f(x))(5).
6. F(f(t)(w) = Jg f(t)e™""wdt

7. Fle M) (w) = s for a > 0
8. F(1/cosh(t))(w) = Cosh(ﬂm
9. [ imA) gy — T f5r A > 0,

10. Riemann-Lebesgue Lemma: For I ett intervall (mdjligtvis obegrénsat)

Ali_)ngo/lf(x)sin(/\x)dx:

Lycka Till!



Wl Tentamen 2020-01-13, 8:00-12:00

V%GKTHQ'%S Institutionen for Matematik

ORDRGINAS  SE'1683 Differentialekvationer och transformer Ten?2
S 13e Januari 2019

Examinator: John Andersson

Endast skrivdon (penna, linjal, gradskiva et.c.) r tillatna. Specifikt sa &r minirdknare
och formelsammling inte tillatna.

Motivera alla dina losningar om inget annat anges.
Preliminara betygsgranser: E: 12p, D: 14p, C: 16p, B: 19p, A: 21p.

Del 1.

Uppgift la. Definiera inre produkten i L*([0, 2], w(z)) dar w(z) =1+ x.

[1 poéing]
b) Hitta det forstagradspolynom p(z) som minimerar
2
/ ip(z) — 22(1 + 2)d.
0
[3 poiing]
Uppgift 2a) Berdkna fouriertransformen av
f1—|z| omlz|<1
f(x)_{() om |x| > 1.
[3 poiing]
b) Berdkna integralen
/ (Sln(x)) i
R X
[1 poéing]

Var god vand!



SF1683 Tentamen 13e Januari 2019

Uppgift 3. Anvand Laplacetransformen for att 16sa, for ¢ > 0,

t)+2 /Ot f(7)cos(2t — 27)dT = 1.

[4 poéing]
Uppgift 4. Los foljande initialvardesproblem
2
8ug§, t) _9 ggj;’ ) +u(z,t) forxz e (0,7) ocht >0
uw(0,t) =u(m,t) =0 fort>0
u(z,0) = cos(z) for x € (0,m).
[4 poéing]

Del 2.

Uppgift 5. Betrakta ¢,(z) = %\x — y| som en tempererad distribution och definiera,
for f €S,

u(y) = ¢,[f].
Visa att 82u(y)
o f(y).

Du far anta att integraler konvergerar och att det ar tillatet att derivera (deriverbara
funktioner) under integraltecknet utan bevis.

[4 poéng]

Uppgift 6. Lat f vara en tva ganger kontinuerligt deriverbar funktion sa att f f’ €
L'(R). Antag vidare att f(w) har stod i [—M, M] (d.v.s. f(w) =0 for w ¢ [—M, M]).
Galler det att

M2
(@) < 7/ f(2)dz  for alla 2 € R?
R
[4 poing]

Formler.

Du far anvénda foljande formler utan motivering.

(1) Fouriertransformen F(f)(w) Jf (w) = J‘R Ft)etdt.

(2) Laplacetransformen L£(f)(s) = f(s) = [;° f(t)e *dt.

(3) L(f *g)(s) = [(5)3(s)

(1) Lleos())(s) = 35

(5) L(sin(at))(s) = =ie

(6) L(H(t —a))(s) = <, H &r Heaviside funktionen och a > 0.
(7) Le7™f(t))(s) = f(s+a)

Lycka till!



@ Losningsforslag Tentamen SF1683/29 2020-04-15, 8:00-12:00

523' KTH % Institutionen for Matematik
VETENSKAP SF1683/29 Differentialckvationer och transformer Ten2
28 OCH KONST 2% .
o 1 15e April 2020
e Examinator: John Andersson

Y

Endast skrivdon (penna, linjal, gradskiva et.c.) &r tillatna. Specifikt sa &r minirdknare och formel-
sammling inte tillatna.

Motivera alla dina losningar om inget annat anges.

Preliminira betygsgranser: E: 12p, D: 14p, C: 16p, B: 19p, A: 21p.

Det fanns vissa sma variationer i tentamensformuleringen och den hér tentan &r en typtenta. Pa
quizet forekom det en del typon som &r riattade hdar. Vi kommer att titta pa era losningar och
om jag har anledning att tro att mina typon har paverkat era svar negativt sa kommer jag att
forsokakompensera det.

Del 1.

Uppgift 1. Lat f(z) = €2* pa (—m,7) och antag att f (z) ~ %L 4+ > | (an cos(nz) + by, sin(nz)).
Berédkna by. Du behdver endast ange svar, ingen motivering kravs.

[1 poéng]

Losningsforslag Fraga 1: Vi kan berdkna

1 T 27 _ 27
by = —/ e?® sin(2x)dx = e e

T™J-xn

Uppgift 2. Lit (f,g) beteckna den vanliga inre produkten pa L?([—1,1]). Beriikna (f,g) nér:
flz) = ﬁ och g(z) = 2x + 32%. Du behdver endast ange svar, ingen motivering krivs.

[1 poéng]
Losningsforslag Fraga 2: Vi beraknar

1 1 2
2x 3z
(f?g) /_13+I2 X +/;13+132 X

—_——

=0 udda &ver jamt intervall

! 1 1/v3
:6_3/_11+(x/\/§) dv=6- 3\[/1/\[1—1—3; dy = 6 — 2 - 3v/3arctan(1/v3) = 6 — V3.

s246s5+8
behdver endast ange svar, ingen motivering kravs.

Uppgift 3 (SF1683). Givet att £ (f) (s) = =225 och att L~ (S+a

) = e~ % breikna f(t). Du

[1 poéing]

Losningsforslag Fraga 3 (SF1683): Partialbraksuppdela
5416 _ 3, 2
s24+65+8 s+2 s+4

1
f(t)y=3c"1 <s+12) +2 (S +4> =3e 2 4 274,

Uppgift 3 (SF1629). Givet att Z (z(n)) (2) = 21—, dir Z(x(n))(2) star for z-transformen av

22—-5z2+6"
x(n), och att Z (a™) = breikna x(n). Du behover endast ange svar, ingen motivering kravs.

Det foljer att

za’



SF1683/29 Tentamen 15e April 2020

Loésningsforslag Fraga 3 (SF1629): Vi partialbraksuppdelar

3z —=7 1 2
25246 2 =3
Om vi tar inverstransformen av Z (z(n)) (z) = 223_’25_216 sa far vi
{z(n)}oe, =271 <z i 5 + 233> ={2"+2-3"}.
Svar fraga 3 (SF1629): z(n) =2" 4 2-3™.
Uppgift 4. Givet att Fouriertransformen definieras F(f f f(x)e~?dz och att f(z) =

e7317l berdkna F(f * f)(w) dir * star for faltning (eng. convolutlon). Du behover endast ange svar,
ingen motivering kravs.

[1 poing]

Losningsforslag Fraga 4: Vi beraknar
N 00 0o 0 6
flw)= / e dlrlgmiwvr gy — / e 3TeT Ty —|—/ 3T Wy = —— .
—00 0 — 00 9 + w2

Om vi anvander att

F(f* Hlw) = fw)fw)

Frone = (525 = i

sa far vi foljande svar:

Uppgift 5 (SF1683). Vilka av foljande rdkneregler galler for Laplacetransformen? Flera alternativ
kan vara korrekta, du maste markera samtliga korrekta alternativ for att fa poéang. f(t) och g(t)
ar funktioner som &r definierade och odndligt deriverbara for alla ¢ € [0,00), L(f)(s) = F(s) och
L(g)(s) = G(s) star for Laplacetransformen av f(t) respektive g(t):

(1) L(e~"f(1)(s) = F(s +1)

(2) L(f"(1))(s) = —s*F(s) + s£(0)

(3) L(Ef(1))(s) = —F'(s)

(4) L(af(t) +bg(t))(s) = aF(s) + bG(s)
(5) L(f(t/2))(s) = e~*/2F(s)

[1 poéng]
Losningsforslag Fraga 5 (SF1683): Svar 1, 3 och 4 &r rétt.

Uppgift 5 (SF1629). Lat u(r, ¢) vara en 16sning till Laplace ekvation pa enhetsdisken med rand-
data
u(1l,¢) = a+ bsin(¢) + ccos(3¢).
Vilket vérde antar u(0,0)?
Du maste markera alla korrekta svar men inget felaktigt for full poédng.

(1) a

(2) a+b+c
(3) a+c
(4) a+ 3ec.

Losningsforslag Fraga 5 (SF1629): Vi vet att 16sningen &r
u(r, @) = a + brsin(p) + cr® cos(36).

Sa u(0,0) = a. Sa endast svar 1. ar rétt.

Uppgift 6. Lat K, (z) vara en 6ljd av Riemannintegrerbara funktioner definierade pa intervallet
(=1,1). Markera alla antaganden som behévs for att gora forljden till en foljd av positiva inte-
grationskédrnor (positive integration kernels). Du maste markera alla nédvindiga antaganden (men
inget felaktigt) for full poéng.

(1) K, (z) >0 for alla z € (—1,1).



SF1683/29 Tentamen 15e April 2020

(2) Det finns ett N > 0, ett § > 0 och ett € > 0 sa att om n > N sa kommer f; K, (z)dx +
f K, (z)dx <.

(3) For VarJe e >0 och 0 > 0 sa exsisterar det ett N > 0 sa att om n > N sa kommer
[ Kn(x)dz + f K, (z)dz < e.

(4) For alla x e (-1 1) sa kommer K (z) < Ka(x) < K3(z) <

(5) [1, Kn(z)de =1 for alla n.

[1 poéng]
Losningsforslag Fraga 6: 1, 3 och 5 ar ratt.

Uppgift 7. Lat f(z) vara en Riemanintegrerbar funktion. Markera alla villkor pa f som garanterar
att Fourierserien av f konvergerar till f(x) for alla x i definitionsméangden.

(1) f € CYT) dér T &r enhetscirkeln.

2) f € L3(T) dér T #r enhetscirkeln.

) feC3((=m,m7))

) f(x) ar styckvis kontinuerligt deriverbar.

) Cesarosumman av Fourierserien (till f) konvererar punktvis.
) Om f(x) ~ ao+ > oo, (an cos(nz) + by, sin(nz)) och lim, oo n” (|an| + |bn|) =
)

Om f(z) ~ag+ > " (an cos(nx) + by, sin(nz)) och lim, s (Lﬁ“ﬂ) 0.

n

[1 poéng]
Losningsforslag Fraga 7: 1 och 6 ar ratt.

Uppgift 8. Vilka av foljande antaganden utgor tillsammans ett reguljart Sturm-Liouville problem.

(1) pz)u”(z) +p' () (2) + q(z)u(z) + Aw(z)u(z) = 0, dér p(z) € C*([a,b]), ¢ € C([a,b]) och
w(z) € C([a,b]) ar givna funktioner.

(2) u"(z) + p'(z)u' (z) + Iw(x)u(z) = 0, dir p(x) € C'((a,b)) och w(z) € C([a,b]) ir givna

funktioner.
(3) w(z) >0 for x € [a, b].
(4) p(a) # 0 # p(b)
(5) u(a) =1 och v (b) = 0.
(6) u(a) = u'(a) och u(b) = u/(b)
[1 poéing]
Losningsforslag Fraga 8: 1, 3, 4 och 6 ar ratt.
Uppgift 9. Los foljande initialvardesproblem
Uy (2, 1) = wp(x,t)  for x € (0,m) och t >0
w(0,t) = u(m,t) =0 fort>0
u(z,0) = x cos(z) for x € (0, ).
Du ska ladda upp en fullstandig l6sning i pdf- format.
[4 poéng]

Losningsforslag Fraga 9: Vi gor en variabelseparation och antar att w(z,t) = X(z)T(¢).
Ekvationen reduseras da till

" _ ’ X"(z) _ T()
X"@T(0) = X@T'(0) = S5 =

Eftersom VL endast beror pa x och HL endast pa t sa kommer bada led att vara konstanta: ség
= +A%

Om A = 0 sa kommer ekvationen for X (x) att bli X”(z) = 0 vilket ger att X(z) = azx + b.
Eftersom 0 = X (0) sa maste b = 0 och eftersom X (7) = 0 s& maste dven a = 0. D.v.s. om A =0 sa
far vi endast den triviala 16sningen.

Om A > 0 och vi har ett + i ekvationen si far vi att X” — A2X = 0 vilket gor att X (z) =
ae’® 4 be= . Pa sedvanligt vis s& leder dven detta till triviala losningar.

3
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Om A > 0 och vi har — sa far vi ekvationen X” + A\2X = 0 vilken har den generella 16sningen
X (z) = acos(Az) + bsin(Az). Eftersom X (0) = 0 sa maste a = 0. Eftersom 0 = X (7) = bsin(Ar)
sa maste A = n for att vi inte endast ska fa triviala 16sningar. Detta leder till att 7'(¢) maste vara
en multipel av et
Vi gor darfor ansattningen att

u(z,t) = Z b, sin(mc)e_"Qt.
n=1

For att uppfylla initialdata sa maste b,, vara Fourierkoefficienterna av f. Om n = 2,3, ... s kommer

2 [ 2 (7 d
by, = 7/ x cos(x) sin(nx)de = —— xcos(m)Md:c =
T Jo ™ Jo dx
2 (7 2 [T 2
= — cos(x) cos(nz)dr —— x sin(x) cos(nx)dx — 2 cos() cos(n) =
™ Jo ™ Jo n
=0 d& n=2,3,...
2 T dsi 2(—-1)"
=—— x sin(x) Sm(nz)dw + (=1) =
™2 Jo dz n
2 T 2 4 2(—-1)"
=5 ; sin(x) sin(nx)dx + W/o x cos(z) sin(nz)dz —l—%.
=0 da n=2,3,.. —bn
n2
Detta ger att, for n = 2, 3, ..., sa kommer
2n(—1)
by =
n?—1
Om n =1 sa kommer
2 (7 1 /"
b, =b1 = 7/ x cos(x) sin(x)dx = 7/ xsin(2x)dx = —1.
™ Jo ™ Jo

Dérfor sa kommer 16sningen att bli
o0
2n(—1)"
u(w,t) = —sin(x)e™ " + Z % sin(nx)e*"%.
n=2
Detta &r vart svar.

Uppgift 10. Los foljande integralekvation:

* f(y) 2
/_oo @opr 1% " or e

Du far anvénda f6ljande formler utan motivering:

1) F (s ) ) = re

2 +1

(2) f(f(at))(w)zﬁf(w/a) for a € R och a # 0,

dar F(f)(w) = f(w) star for Fouriertransformen av f.
Fullstindig motivering kravs, ladda upp en fullstdndig 16sning i pdf format.

[4 poing]
Loésningsforslag Fraga 10: Lat oss definiera g(x) = z%i-l Vi kan da identifiera vénsterledet
R A¢)
———dy = f xg(x).
| = et
Vidare sa kommer 5 5

=— 3
912z~ 97@/3)

s vi kan skriva integralekvationen f * g(z) = 2g(z/3).
4
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Genom att ta Fouriertransformen av bada led och anvinda faltningsformeln fér Fouriertransfor-
men

F@)iw) = S Flole/3)(w) = 34(3),

dér vi anvinde (2) i den sista likheten.
Det foljer att
X 29(3w)  2e7l 2
3 = — = — - = — g wl’
(3) flwy=3 9@) 3ol ~ 3
dér vi anvénde (1) i den andra olikheten.
Observera att fran (1) och (2) sa foljer det att

o2l = L) = 2 Flgla/2)(w) = Flu) = = Flale/2)(w).

Tar vi inverstransformen sa far vi

4 16 1
= —glz)2) = ———.
(@) Sﬁg(:c/ ) 34+ a2
Svar fraga 10: f(x) = %g(wﬂ) = %44&12

Del 2.

Uppgift 11. Beriikna Fouriertransformen, i distributionsmening, av f(z) = 2.

Du far anvanda inverstransformen:
1 (o) . X
'Lw(l}d —
3 | Feeio = fa),

utan motivering, forutsatt att den generalserade integralen konvergerar.
Fullstandig motivering kravs, ladda upp en fullstandig l6sning i pdf format.

[4 poéng]

Losningsforslag Fraga 11: Lat ¢ € S (=Schwartzklassen) da kommer, per definition, distribu-
tionen f att definieras

7161 = £18] = / 2 [ / ¢><w)emdw] dz =
:/R_/RW(W):E%’W”] dwdgc:/]R UR —¢(W)d2§w;wdw} dr =
o o [ [[ ] o

dér vi anvande tva partiella integrationer i den sista likheten.
Vi kan fortsatta (4) genom att observera att den inre integralen dr en Fouriertransform

=~ [ Fr=- [ T =200,

dér vi anvinde inverstransformen i det sista steget.!
Vi kan darfor observera att f[¢] = —27¢”(0). Detta leder till {6ljande svar:

Sfar fraga 11: f = —276".

Uppgift 12. Bevisa, eller motbevisa, att Fourierserien till f € C°°(T) konvergerar till f(x) for
varje x € T dar T ar enhetscirkeln.

Du far anvianda att Fourierserien konvergerar i cesaromening i punkter déar f ar kontinuerlig utan
bevis.

Fullstandig motivering kravs, ladda upp din 16sning i pdf format.

[1 poing]

1Eftersom Fouriertransformen, och dess invers, avbildar Schwartzklassen pa Schwartzklassen sa ar alla integraler i
ovanstaende berakningar konvergenta.

5
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Losningsforslag Fraga 12: Eftersom 7 ar kompakt och f € C*°(T) sa ar f” begrinsad:
sup,er |f"(z)] = M < co. Vi kan dérfoér géra uppskattningen, fér n # 0,

/T F(2)e" e d /T flz)e ™ dy

dér vi anvande tva partiella integrationer i den forsta likheten och ¢, ar den n :te Fourierkoeflicienten

av f.
Det foljer att, for n # 0,

oM > = n? = n®|cl,

2tM
|cn‘ S 77:‘72

Eftersom > 7, # ar konvergent sa implicerar jamforelsetestet att

o0
Z Cneinm
n=—oo
ar absolutkonvergent och déarfor konvergent.

Vidare s& kommer, enligt uppgiftsformuleringen, > 72 ¢,e™® att cesarokonvergera till f(x) for
alla x € T (eftersom f € C°°(T) implicerar att f € C(T')). Sa uppgiften foljer om vi kan visa att en
konvergent serie konvergerar till samma véarde som den cesarokonvergerar till.

For att visa att en konvergent serie konvergerar till sin cesarosumma sa introducerar vi foljande
notation

N 1 M
SN:ZanOChSM:mZSN.
n=—N N=0

Att ZEO:_ oo @n cesarokonvergerar betyder att gransvardet limps_, o Sy existerar. Vi kommer att
anta att Zzozioo an konvergerar till S och visa att limp;_, o Sy = S.

Att Y07 ay konvergerar till S betyder att det for varje € > 0 sa existerar det ett K > 0 sa att
N>K=|sy—S|<e

Fixera ett ¢ > 0 och lat K vara som i féregaende stycke. Det foljer, for M > K, att
M K M

1 1 1
Sy — S| = -S| = — -5 <
1S3 = 51 ‘MH N M1t ey 2 v
N=0 N=0 N=K+1
1 K M 1 K
< —(K+1 — < — (K +1 .
(5)_M+IZSN (K+ DS+ 377 > (sw S)_MHZSN (K +1)S|+e
N=0 N=K+1 N=0
Eftersom ’ZI]\(,:O sy — (K + 1)5‘ ar begrénsad sa kommer
1 K
—(K+1)S
M1 NXZ:OSN (K+1)S|<e

for M tillrackligt stort. Om vi sétter in det i (5) sa far vi att om M &r tillrdkligt stort sa kommer
[Sar — S| < 2e. Det foljer att > a,, cesarokonvergerar till samma véirde S som den konvergerar till i
klasisk mening. Pastaendet i uppgiften foljer.
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S 13e Januari 2021
Examinator: John Andersson

Endast skrivdon (penna, linjal, gradskiva et.c.) r tillatna. Specifikt sa &r minirdknare
och formelsammling inte tillatna.

Motivera alla dina losningar om inget annat anges.

Del 1.

Fraga la) Berikna laplacetransformen av f(t) = 3t? direkt ifran laplacetransformens
definition.

[1 poéing]
b) Anvénd laplacetransformen for att 16sa foljande differentialekvation
y'(t) +4y(t) = 3t* fort >0
y(0) =y'(0) = 0.
[3 poéing]
Du far anvénda foljande formler utan motivering:
1) L(6(t —a))(s) = e * dér a > 0 och §(t) ar Diracs deltafunktion.
2) L(H(t))(s) =1 dar H(t) Heavisidefunktionen.
3) L(sin(at))(s) = 82+a2
4) L(cos(at))(s) = =t

Fraga 2a) Hitta en l6sning f(¢) till f6ljande ekvation

(1) /O h f(t —7)e >dr = 3te * H(t)

dér H(t) = { (1) 82 i z 8 ar Heavisidefunktionen.

[3 poiing]
b) Verifiera med en direkt berékning att ditt svar fran a) uppfyller (1).
[1 poiing]
Du far anvanda foljande formler utan motivering:
1) F(f *xg)(w) = f(w)g(w) dar = star for faltning (convolution).

(f *
2) F(tf(H)(w) = i
3) Flem' f(t)(w) = f(w — wo)
4) F(H(t)e ) (w) = ;5
dar F(f(t))(w) = f(w) star for Fouriertransformen av f(t).

LEDTRAD: Observera att den ena gréansen i integralen &r noll, kan du skriva om
integranden pa nagot satt som ger dig en integral fran —oo till co?
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Fraga 3a) Hitta en l6sning till f6ljande vagekvation

Pulet) _ Fulrl) for z € (m,2m) och t >0
u(m,t) =u2m,t) =0 fort>0
u(z,0) =z for = € (m,2m).

[3 poéing]
b) Ar din 16sning unik? Motivera ditt svar genom att ge ett argument eller referera
till en sats.

[1 podng]

Fraga 4. Berakna linjeintegralen

1
j{ (22 —4z+8)(z+i)dz

dar I'' ar den slutna kurvan som begransar rektangeln med horn i z; = 3, 20 = 3 + 41,

23 = —3 4+ 41 och z4, = —3. Kurvan loper medurs.
[4 poiéing]
Del 2.
Fraga 5. Hitta en begransad 16sning till foljande telegrafekvation
Pulet) _ Puled) | 90uet) | y(r t) for x,t >0
u(0,t) =e™? for ¢t > 0
u(:c,O)zOoch%zl for x > 0.
[4 podng]

Du far anvénda foljande formler:
1) L(e™f(t))(s) = L(f(t))(s + )
2) LIH(t —a)f(t —a))(s) = e ™ L{f(t))(s)

dar £ star for Laplacetransformen och H for Heavisidefunktionen.

Fraga 6a) Bevisa faltningsformeln for fouriertransformen: F(f  g)(w) = f(w)j(w)
dir F(f)(w) = f(w) star for fouriertransformen av f. Du behover inte ta hénsyn till
konvergenser eller om det ar tillatet att byta ordning pa integraler, flytta oandliga
summor utanfor integraltecknet eller andra liknande operationer.

[2 poéing]
b) Formulera Lebesgues dominerade konvergenssats (Lebesgue’s Dominated Conver-
gence Theorem).

[1 poéing]
c) Lebesgues dominerade konvergenssats har flera villkor for att konvergensen skall
galla. Ar dessa villkor dr nodvindiga? D.v.s. om ett villkor inte géller, kommer
slutsatsen &nda att gélla; eller finns det motexempel? Overtyga mig om att du har
forstatt satsen genom att visa att slutsaten inte géller om nagot viktigt villkor i
antaganderna inte géller. Rimliga svar som visar pa forstaelse av satsen ger poang.

[1 poiing]
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SF1683 Differentialekvationer och transformmetoder, del 2
Tentamen
Fredag den 14 januari 2022

Skrivtid: 08:00-12:00
Tillatna hjalpmedel: inga
Examinator: Mattias Dahl

Tentamen bestar av sex uppgifter uppdelade i tva delar. Del I utgors av de fyra forsta uppgifter-
na som testar formagan att 16sa grundlaggande problem. Del II utgors av de tva sista uppgifterna
och testar formagan att 16sa mer avancerade problem som dven kan vara av teoretisk karaktér
och ir avsedda framst for hogre betyg. Varje uppgift ger maximalt fyra podng. Bonuspoéng fran
inlimningsuppgifterna adderas till erhallna poéng pa del I upp till maximalt 16 poing.

Betygsgrinserna vid tentamen ges av foljande tabell.

Fx E D C B A
11 12 14 16 19 21

For full podng pa en uppgift krévs att 1osningen ar vil presenterad och litt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poing.

DEL I - GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Berdkna Laplacetransformerna fi(s) = .Z(Fi(z))(s) och fa(s) = Z(F(t))(s) av funk-
tionerna F(t) = cos(at), F>(t) = sin(at), t > 0, ddr a > 0 utgdende fran definitionen av
Laplacetransformen. Ange for vilka s som beridkningen &r giltig. 4p)

2. Anvind Fouriertransformen for att bestimma den funktion ¢(7) som uppfyller

oo 2
/ o(r— r)e’f2 dt=te .

Foljande formler kan vara anvindbara:
() Z(fxg)(w)=f(w)g(w) dir * betecknar faltning (convolution)

(i) Z(tf(1)(w) =5/ (@)
(i) Z(f(1)(0) = iof(o)
(iv) Z (e f(1))(w) = f(w— @)
V) F(f(t —t0))(@) = e f(@)
Vi) F(e ) (@)= \/Ze %a

dir f(w) = .7 (f(t))(w) ir Fouriertransformen av f(z).
“p)
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3. Anvind separation av variabler for att 16sa virmeledningsproblemet
du 9%u
ot Ix2
for
u=u(xt), 0<x<m, t>0
med randvillkor 5
u
—(0,1) =0, —(m,t)=0, >0
8t(’) ’ at( =0,
och initialvillkor
u(x,0)=f(x)=x(r—x), 0<x<m.

Losningen innehaller koefficienter for en Fourierserieutveckling. Ange integraler som
ger dessa koefficienter. Integralerna behover inte berdknas. Berdkna dock grinsvérdet
limy oo u(x,1) f6r 0 < x < 7.

(4p)
4. Los initialvdrdesproblemet
V42 +y=68(0t—1)+H(t—2)e"!
¥(0) =y'(0)=0
for y(t), t > 0, ddr &(¢) dr Diracs deltafunktion och H(t) = {(1) i i 8 dr Heavisidefunk-
tionen. Foljande formler kan vara anvidndbara:
(i) L) () = dron=1,2,3,.
(i) L(e")(s) = 45
(i) L(6(t—a))(s) =€
(iv) ZL(e “f(1))(s) = ( (1)) (s +a)
V) ZL(H(t—a)f(t—a))(s) = e “L(f(t))(s)
dir Z(f(¢))(s) dr Laplacetransformen av f(¢). 4 p)

DEL II — AVANCERADE PROBLEM

5. (a) Bevisa faltningsformeln for Fouriertransformen,

7 (f*g)(0) = f(0)g(w)
dir f(@) = .Z (f)(w) betecknar Fouriertransformen av f. Du behover inte ta hiinsyn
till fragor som konvergens eller om det ar tillatet att byta ordning pa integraler etc.
(b) Formulera Lebesgues dominerade konvergenssats.
(c) Formulera Cauchy-Riemanns ekvationer.

4 p)

6. Lat F(t), t > 0, vara av exponentiell ordning med Laplacetransform Z(F(t))(s) = f(s).
Ange den formel som berdknar F(¢) som en integral i det komplexa planet och forklara
hur den anvinds. Anvind denna formel for att beridkna F(¢) om

4 p)
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SF1683 Differentialekvationer och transformmetoder HT22, del 2
Ovningstentamen 1

For full poidng pa en uppgift krivs att Iosningen dr vil presenterad och litt att folja. Det innebir
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poing.

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Los initialvdardesproblemet

YI(6)+2Y () +y() =68 —1),  y(0)=1,'(0)=0,
for y(t), t > 0. Hir betecknar &(¢) Diracs deltafunktion. 4 p)

2. Bestdm den absolutintegrerbara funktion y(x) som uppfyller

Y'(3) ~4y(x) = —6e M
for —eo < x < oo, Foljande formler kan vara anvéndbara:
(i) Z[f(ax+b))(0) = e Zf)(2)
(ii) F [ f(x)](0) = F[f](@—c)
(i) .7 [f"](0) = io.Z[f](o)
(i) Zf(0))(0) =ije 7 [fl(o)
W) F(eM)(0) = mrtem

4p)

3. Virmefordelningen i en tunn isolerad stav med isolerade dndar beskrivs av funktionen
u=u(xt), 0<x<m, t>0

som uppfyller ekvationen

du_Pu
dr  Ix?
med randvillkor 5 5
u u
a—x(O,t)_O, a—x(ﬂ,t)—O, t>0.

Anvind separation av variabler for att bestimma u(x,7) om
u(x,0)=x, 0<x<m.

Berikna dven griansvirdet lim, . u(x,) for 0 < x < . “4p)
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DEL II — AVANCERADE PROBLEM

4. Beriikna Fourierserien for den 27-periodiska funktion f som ges av f(x) = x* for —m <

_1\n+l1
x < 7. Anvind resultatet for att berdkna summorna )" n% och) >, % 4p)

5. Denna uppgift ror initialvérdesproblemet

Y'(t) +ay' (1) +by(t) = f(t),  y(0)=)'(0)=0,
for funktionen y(¢), r > 0, dir a,b idr reella konstanter. Anvéind Laplacetransformen for
att visa att om f () dr av exponentiell typ sa dr ocksa losningen y(¢) av exponentiell typ.

(4p)

6. (a) Formulera och bevisa satsen om faltning for Fouriertransformen. Du behover inte ta
hansyn till fragor som konvergens eller om det r tillatet att byta ordning pa integraler
etc.

(b) For vissa viarden pa parametern a € R har ekvationen
| ey e dy=e
en 16sning f € G(R) (=rummet av styckvis kontinuerliga absolutintegrerbara funk-
tioner pa R). Bestam f i dessa fall Foljande formler kan vara anvindbara:

() Z|flar+b))(0) = '™ ZF(2)
@ Zlesto)(o

)=Z[fl(@—c)
(iii) Z[f")(0) =ioF[f]|(®)
(iv) F[xf(x)](@) =i %9[{]( )
V) F(e ) () = slze®

(4p)
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SF1683 Differentialekvationer och transformmetoder HT22, del 2
Ovningstentamen 2

For full podng pa en uppgift kréivs att losningen dr vil presenterad och litt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs 1 ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva podng.

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat funktionen f vara definierad av f(x) = —e™* forx > 0 och f(x) = ¢* for x < 0. Berdkna
Fouriertransformen av f. 4p)

2. Lat funktionen f(x) vara definierad som f(x) = cosx for 0 < x < &. Utvidga f(x) till en
funktion pa intervallet —7 < x < 7 pa tre olika sitt:
(a) f1(x) som dr en jamn funktion,
(b) f>(x) som dr en udda funktion,
(¢) f3(x) som har f3(x) =0 for —7 < x <O0.
Berikna Fourierserierna for f1(x), f>(x), f3(x). Forklara vad serierna konvergerar mot for
de tre olika funktionerna. “4p)

3. Anvind Laplacetransformen for att bestimma den funktion f (), ¢ > 0, som uppfyller

t
/ e Ycosyf(t—y)dy=1%e"".
0

4p)

DEL II — AVANCERADE PROBLEM

4. Antag att f(¢), t > 0, dr en kontinuerlig funktion som 4r av exponentiell typ, alltsd sadan
att | f(1)| < Ke? for konstanter K, A.
(a) Visa att Laplacetransformen av f(¢) dr definierad for s med realdel Res > A.
(b) Antag dessutom att f(¢) har en kontinuerlig derivata. Bevisa formeln for Laplace-
transformen av f’(¢), formel (8) pa formelbladet.

(4 p)
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5. Laplace ekvation Au = 0 ges i poldra koordinater x = rcos 6, y = rsin 8, av
u 1du 1 9%u
AR I
Bestim den 16sning u = u(r,0) pa cirkelskivan r = y/x2+y? < 1 som ér kontinuerlig
overallt och uppfyller randvillkoret u = |x| pd randen r = /x% 4+ y% = 1 till cirkelskivan.

Au 0.

(4p)
6. (a) Formulera Plancherels identitet for Fouriertransformen.
1—x%, for|x[ <1
(b) Berikna Fouriertransformen av funktionen f(x) = o ?r x| < :
0, for x| > 1
(c) Anvind (a) och (b) for att berdkna integralen
© /sin®—wcos®\ >
/ ( 3 > do.
oo 0]
(4 p)
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SF1683 Differentialekvationer och transformmetoder, del 2
Tentamen
Onsdag den 20 april 2022

Skrivtid: 08:00-12:00
Tillatna hjalpmedel: inga
Examinator: Mattias Dahl

Tentamen bestar av sex uppgifter uppdelade i tva delar. Del I utgors av de fyra forsta uppgifter-
na som testar formagan att 16sa grundlaggande problem. Del II utgors av de tva sista uppgifterna
och testar formagan att 16sa mer avancerade problem som dven kan vara av teoretisk karaktér
och ir avsedda framst for hogre betyg. Varje uppgift ger maximalt fyra podng. Bonuspoéng fran
inlimningsuppgifterna adderas till erhallna poéng pa del I upp till maximalt 16 poing.

Betygsgrinserna vid tentamen ges av foljande tabell.

Fx E D C B A
11 12 14 16 19 21

For full podng pa en uppgift krivs att 16sningen &r vil presenterad och litt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva podng.

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Berikna Laplacetransformerna fi(s) = .2 (Fi(t))(s) och fo(s) = Z(F(¢))(s) av funktio-
nerna Fi (1) =t + 1, F5(t) = e™, t > 0, dér a &r ett reellt tal, utgdende fran definitionen av
Laplacetransformen. Ange for vilka s som beridkningen &r giltig. 4p)

2. Lat funktionen f(x) vara definierad som f(x) = sin(x) for 0 < x < z. Utvidga f(x) till en
funktion pa intervallet —7 < x < 7 pa tre olika sitt:
(a) f1(x) som &r en jamn funktion,
(b) f>(x) som dr en udda funktion,
(¢) f3(x) som har f3(x) =0 for —m < x <O0.
Berikna Fourierserierna for fi(x), f2(x), f3(x). Forklara vad serierna konvergerar mot i
de tre olika fallen.

(4p)

3. Anvind separation av variabler for att 16sa vagekvationen
du B d%u

ﬁ: ox?
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for u = u(x,t), 0 <x <, >0, med randvillkor
u(0,¢) =0, wu(met)=0, >0,

och initialvillkor

d
—u(x,()) =7sin(2x), 0<x<m.

u(x,0) = —5sin(3x), Y

(4 p)
4. Los initialviardesproblemet

V(1) +6y(t +9/ Ddt=58(t—2),  y(0)=0,

for y(¢), t > 0, ddr &(¢) dr Diracs deltafunktion. Ledning: skriv tredje termen som en
faltning av tva funktioner.
Foljande formler kan vara anvindbara:

nl

@ Z (1)) = S.n=123,...

(i) Z(e")(s) = 12

(i.ii) ZL(6(t—a))(s) =

(iv) ZL(e f(t))(s) = ( ())(s+a)

) ZL(H(t—a)f(t—a))(s)=e “L(f(t))(s)

i) Z((f * )(l))(S) L(f(1) ()L (g(t))(s)

dir Z(f(¢))(s) dr Laplacetransformen av f(z). 4p)

DEL II — AVANCERADE PROBLEM

5. (a) Lat f(0) = .Z(f(1))(w) vara Fouriertransformen av en funktion f(¢) som uppfyller
[ |f(t)|?dt < . Bevisa Parsevals sats som siger att

[ rwpar=o [ (o)

Du behdver inte ta hinsyn till fragor som konvergens eller om det ar tillatet att byta
ordning pa integraler etc.

. . I 7 <1 .
(b) Bestim Fouriertransformen av funktionen f(z) = {O ;t: ; E och beriikna med hjilp
av denna integralen
0}
/ S i do
0 o
(4 p)
6. Anvind metoden med residyer for att berdkna integralen
|
dx.
/_oo X041 *
(4p)
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SF1683 Differentialekvationer och transformmetoder, del 2
Tentamen
Fredag den 13 januari 2023

Skrivtid: 08:00-12:00
Tillatna hjalpmedel: inga
Examinator: Mattias Dahl

Tentamen bestar av sex uppgifter uppdelade i tva delar. Del I utgérs av de tre forsta uppgifterna
som testar formagan att 16sa grundldggande problem. Del II utgors av de tre sista uppgifterna
och testar formagan att 16sa mer avancerade problem som dven kan vara av teoretisk karaktér
och ir avsedda framst for hogre betyg. Varje uppgift ger maximalt fyra podng. Bonuspoéng fran
lappskrivningarna adderas till erhallna poidng pa del I upp till maximalt 12 podng.

Betygsgrinserna vid tentamen ges av foljande tabell.

Fx E D C B A
11 12 14 16 19 21

For full poing pa en uppgift krivs att 16sningen &r vil presenterad och létt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs 1 ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poiang.

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Anvind Laplacetransformen for att 16sa initialvdardesproblemet

Y(t)+y(t) = {

for y(t),t > 0. 4 p)

0, 0<t<2

, 0) = 1,y'(0) =0,
Ca g (0) = 1.Y(0)

2. Funktionerna fi, f> har period 27 och ges pa intervallet —w < x < 7 av

0, —7mT<x<O0 )
a x) = , b X) = sin“(x).
@ AW {xz’ il T ) f)=sint(
Berikna deras Fourierserier. Forklara vad serierna konvergerar mot. 4p)

3. Bestdm den absolutintegrerbara funktion g(x) som uppfyller

/w g(x—y)e Pl gy = 4¢P — 272K,

Foljande formler kan vara anvindbara:
() Z[f+gl(w) =2nF[f](w)- - Fg|(®w) dir * betecknar faltning (convolution)
1



SF1683 Tentamen 2023-01-13

(i) F [ f(x)](0) = Z[f](0 —c)
(v) Z[f(0) =io7[f](o)

V) Zf0)](0) =ifZ[f)(o)
(vi) j’(e_‘x‘)((;)) = ﬂ;(l}rwz)

(4 p)

DEL Il — AVANCERADE PROBLEM

4. Anvind separation av variabler for att bestimma den funktion u = u(x,y) definierad pa
omradet 0 < x < 7, 0 <y < 7 i xy-planet som uppfyller Laplace ekvation ‘3—13’ + g—ig =0
med randvillkoren u(x,0) = u(x,7) =0 for 0 < x < &, samt u(0,y) = 0, u(x,y) = 1 for
O<y<m. 4p)

5. (a) Formulera satsen om invers Fouriertransform.

1—|x|, for|x| <1

0, for [x| > 17
__ 1—cosx

(c) Anvind (a) och (b) for att berdkna Fouriertransformen av g(x) = X #0.

(b) Berikna Fouriertransformen av funktionen f(x) = {

4 p)

6. (a) Ibeviset av Dirichlets sats om punktvis konvergens av Fourierserier anvinds Riemann-
Lebesgues lemma. Formulera detta lemma.

(b) Delsumman S,,(x) = % + Y | [a,cosnx + b, sinnx] av Fourierserien till funktionen

f:[—m,n] — C kan skrivas som en integral som innehéller funktionen f samt Di-

sin(m+%)t

richletkérnan Dy, (1) = — -~ Bevisa detta.
2

4 p)




Basic Forms

1
g —
/ = n+ 1
/ —dx = In|z|
/udv:uvf/vdu
1
/ ax + bdx
Integrals of Rational Functions
1
/7(117 = - !
(z +a)? z+a

/(z +a)"de =

(z4+a)" "M (n+ 1)z —a)
(n+1)(n+2)

1 _
/deztan Ly

s

1
= = Inlaz +b|
a

(1 + a)TH»l

1
nrl "7

/z(z +a)"dz =

ltatn7IE

a2+12 a a

1 2 2

/(L2+EQ §1n|a + 7|

I
dr-a—at'm -
a

1 1
/mdz = izz - 5(12 In|a® + 27|

/ L2y 2aw4h
azr? +bx +c Vdac — b2 VAiac — b2
1 1 at+x
———dr = ——1 ,
,/(x+a)(z+b)dL bfanb+w'a¢b

T = L+1n|a+x\
(x+a)?2 " ataz

1 2

—aln\aa: + bz + ¢

T gr=
ax? +br+c = 2

b ~1 2ar+0b

- tan
av/4ac — b2 Viac — b?
Integrals with Roots
/\/x —adr = %(z —a)’/?
———dr=2Vr*ta
/%= e
—2Va—=x

dr —
Va—zx v
" 2 32, 2 5/2
vz — adr = g(l,(!l) —a)” "+ 5(11: —a)
/\/aac+ bdr = <27b+%> Vax +b

3 2 5
3/2, _ 5/2
/(ax+b) de = 5(L(aqub)

\/%dz = %(z F2a)Vrta

z(a — )

Va(a—z) —atan!

=Va(a+z)—aln[Vz+Vz+a

/ a+x

®3)

O]

(6)

U]

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

/z\/az + bdx =

Table of Integrals”

(—2b° + abx + 3a°z”)Vaz + b (26)

2
15a2

/ Va(ax + b)dx = 4(1%/2 [(an +b)vazx(ax +b)

—b%In|ay/z + \/(L(ux+b)|] (27)
b? T
3 — = 3
/\/x (ax + b)dx = [12a 8a2x+ 3] z?(ax +b)

1 1
/\/a:Q + a?dx = §zx/zzia2 + iazln‘er 2 + a?

+ W In ‘aﬂ+ Valax + b)) (28)

(29)

/\/ a? — x2de = %r a? —a? + %az tan ™ h
(30)
/x\/ 2 £+ a?dx = % (zQ + a2)3/2 (31)

1 2 2

\/ﬁdzzln)er 2+ a (32)

1 1z .
/\/ﬁdz =sin" = (33)
/ \/%dx =zt ta? (34)

' z 2 _ 2

/ ﬁdz = a? —x (35)

@1
Vexa 2"

T+ vx2 +a?

22 +a?F %(Lz In

(36)
/\/aoc2 +br + cdr = M\/azz +bx+c
+ = dac — ln ‘Qaz + b+ 2v/a(az? + bxtc) ‘ (37)
8(13/2

/anx/az2 +br+c=

2v/av/ax? 4+ bx + ¢

48a/ 5/2 (

X (73b2 + 2abz + 8a(c + ax2))
+3(5" — dabe)In|b + 20z + 2vav/aa? + b + | ) (38)

/

: 1 1
o — . 22 1 br +c
/de/ ﬁln|2a1+b+2\/a(at +bt+t)‘
(39)
T 1
———dr = Va2 +br+c
Vaz? +bx +c a
b
- Wln‘?az-!—b-k%/a(am? +b1:+c)| (40)
/ ' z’ ___ T (41)
(a2 +22)372 ~ g2\ /a? ¥ 22

Integrals with Logarithms

/ln ardr = zlnax — x (42)
/ hl;“: dx = % (Inaz)? (43)
b
In(ax + b)dz = (= + . In(az +b) —x,a#0 (44)
/1n(z2 +a?)dx = zIn(z® + a®) + 2a tan™" 2 — 2z (45)
2 2 2 2 z+a
/ln(z —a”)dx=zln(z" —a )Jralnm_u —2x  (46)
- 1 2axz+b
In (a2’ + be dz = =+/dac — b2 tan” " =
/n(az + r+c) T ac an N
b 2
-2z + <%+z> In (az” + bz + c) (47)
bxr 1
1 -2 _ 2
/x n(ax + b)dx 2 1%
1 b
+3 (a;2 - a—z) In(ax + b) (48)
2 42 2 1,
/xln(a — bz )dx:7§m +
1 a?
5 (12 - b—2> In (a2 — bzwz) (49)
Integrals with Exponentials
/e“d:v = le‘w (50)
T a
/ Vze dr = fc(" 2\é;zerf (L\/(JJ,‘) R
where erf(z) = 7 /[; e at (51)
/re”dr = (z—1)e" (52)
ax z 1\
/ze dz:(gfﬁ>e (53)
/zzewdw = (2" —220+2) € (54)
2
2 a8, _ (% 2z 2\ =
/xe dxf(a a2+a3>e (55)
/z3emdw = (¢ — 32 + 62— 6) €" (56)
/z"e”dw =2 : 7£/z7l’16“zdz (57)
/ "e do = ﬂF[lJrn —ax),
T ogntl
o (58)
where I'(a,z) = / t“ et dt
2 i/m .
4 dr = — f
/e dz 2\/Eer (izv/a) (59)
/670I2 dz = T@crf (z+/a) (60)
—ax? g 1 _ax? 61
/ze x=—5e (61)
/1267{” dx = —,/—crf(zf) - 2—6 oo’ (62)
a

*(©) 2014. From http://integral-table.com, last revised June 14, 2014. This material is provided as is without warranty or representation about the accuracy, correctness or
suitability of the material for any purpose, and is licensed under the Creative Commons Attribution-Noncommercial-ShareAlike 3.0 United States License. To view a copy of this
license, visit http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/ or send a letter to Creative Commons, 171 Second Street, Suite 300, San Francisco, California, 94105, USA.



Integrals with Trigonometric Functions

/sin axdr = 1 cos ax (63)
a
-/sin2 azde =2 — sin 2az (64)
T2 4a
/sinn axdr =
1 11-n3
— cosax 2F1 [2, 5 7008 G (65)
.3 _ _3cosaz cos 3ax
/ sin” axde = Ia 124 (66)
/cos ardr = é sinax (67)
cos® azdr = = + sin 24z (68)
] T2 4a
/ p 1 1+p
cos” ardr = —————cos " axx
a(1+p)
1+p 1 34+p 2 )
j o , cos
21[ 7 3 g ,cos” ax (69)
3 _ 3sinax  sin3azx
/cos azrdr = T 20 (70)
. _ cos[(a —b)x]  cos[(a+b)z]
/cosazsmbxdzf 2a=0b) 20t ,a#b
(71)
Lo o _sin[(?afb)z}
/sm ax cos brdr = “12a=b)
sinbz  sin[(2a + b)z]
- smia )T 2
2b 4(2a+b) (72)
/ sin” & cos xdx = % sin® (73)
I _ cos[(2a —b)z]  cosbx
/ cos” arsinbrdr = RTEDN %
cos[(2a + b)z]
- Lossa T o) 4
4(2a +b) (74)
/ cos® az sin axdr = —% cos® ax (75)
C o o _x sin2azr  sin[2(a - b)a]
/mn ax cos” brdr = 1 32 16(a —b)
sin2bz  sin[2(a + b)z]
% 16(a + b) (76)
'sinz xcos® azdr = = — sindaz (77)
az cos” azdz = ¢ T9m
/tan ardr = 72 In cos ax (78)
/ tan® azde = —z + 2tan ax (79)
/ n tan™ ! ax
tan” ardr = ———— X
a(l+n)
oy <”+1,17n+3,7tan2aa?> (80)
2 2
/tan3 ardr = 1 In cos ax + L sec” ax (81)
a 2a
/sccxdw =1In|secz + tanz| = 2tanh ™" (tan %) (82)
/5902 ardr = é tan ax (83)

/scc:jzdx = %sccztanx + %ln\secz + tan z|

/secztan zdr = secx
2 1 2
sec” x tanxdr = 3 sec” x

1
/sec"ztanxdw = —sec"x,n #0
n

/cscxdz:ln‘tan§| =In|cscx —cotz| +C

2 1
/CSC axrdr = —— cotax
a

5 1 1
csc xd:c:7§cotzcscx+§1n|cscmfcotz\
C L oon
csc" xeotxdr = ——csc" x,n #0
n
/seczcsozdm:ln\tanx|

Products of Trigonometric Functions and
Monomials

/zcosxdz =cosz + xsinx
1 T .
 cosaxdr = —; cosaxr + — sinax
a? a
2 2 .
z” cosxdr = 2x cosx + (r — 2) sinx

2z cos ax 4 a’x? -2

————sinaxw
a? a?

/ z? cos axdr =

/ z"cosxdr = —%(11)”4rl [T(n+1,—iz)

+(—=1)"T(n+1,ixz)]

/z"cosazdm = %(ia)lf" [(=1)"T'(n+ 1, —iaz)

—I'(n+1,iza))

/xsinmdac = —xcosz +sinx

. xrcosar | sinax
zsinaxdr = — + 3
a a

/x2 sinzdr = (2 - 12) cosx + 2xsinx

2

2 . 2 —a’x 2x sin ax
z°sinarde = ————— cosaxr + ————
) a3 a2

Products of Trigonometric Functions and

Exponentials
T 1.
e’ sinazdr = 53¢ (sinz — cosz)

. 1 .
" sin axde = ———— e (bsin az — a cos ax)
. a? + b?

(84)

(85)

(86)

(87)

(88)

(89)

(90)

(91)

(92)

(93)

(94)

(95)

(96)

97)

(98)

(99)

(100)

(101)

(102)

/ " sinwdz = —%(i)” [C(n+ 1, —iz) — (=1)"T(n + 1, —iz)]

(103)

(104)

(105)

: 1
/ e’ cosxdr = iew(sinaz + cosx)

b br,
/e * cos axdr = e"*(asin ax + bcos ax)

1
a? + b?
@ 1. .
/ze sinzdr = 53¢ (cosz — xcosz + wsinz)

1, . .
/zez coszdr = §el(zcosz —sinz + zsinz)

Integrals of Hyperbolic Functions

/cosh axdr = ésinh azr
/ea’" coshbzdr =
a;_wbz lacoshbz — bsinhbz] a#b
e2ar o
a2 a=b
. 1
/smh axdr = o cosh ax
/e'” sinh brdxr =
a"’e—/bz [-bcoshbz + asinhbzr] a#b
e o
_Z —p
4a @
/c"m tanh bxdz =
(a+2b)x
€ a a 2ba
ok 14+, 1,24 —,—
at2p)t [14 g 12+ 55 =]
1 ’
——e" o Fy %, 1,1E, 762!,1] a#b
aw _ 9 tan=—1[e®
e tan” " [e®] aeb
a
1
/ tanh ax de = — Incosh ax
a
1 .
/ cos ax cosh brdr = ———— [asinax cosh bz
a? + b?
+b cos az sinh bx]
/ cos ax sinh bxdx = ! [bcos ax cosh bx—+
T a2+ b?
asin ax sinh bx]
/ sin ax cosh bxdxr = ; [—acos az cosh bz+
sinaz coshbedr = —5— S S

bsin ax sinh bz

/ sin ax sinh bxdr = [b cosh bz sin ax—

1
a? + b?
a cos azx sinh bz

1
/sinh az cosh azdz = i [—2az + sinh 2az]

/sinh ax cosh bxdr = =

—a cosh az sinh bz|

1
o [b cosh bz sinh az

(106)

(107)

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)

(114)

(115)

(116)

(117)

(118)

(119)

(120)

(121)



[ @t - ayaz
" (n=0,1,2,...)
t° (z>—1€R)
sin kt

cos kt

at

sinh kt

cosh kt

at bt

a—>b

(© 2011 B.E.Shapiro for integral-table.com. This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial-ShareAlike
3.0 Unported License. Revised with corrections October 10, 2017.

Table of Laplace Transforms

LIf(#)] = F(s)

1
s

F(s—a)

e % F(s)

1
(_1)ndndf;§8)
sF(s) — f(0)

2 _ k2

(s—a)(s—0)

teat

tneat

e™ sin kt

e™ cos kt

e sinh kt

e cosh kt

tsin kt

tcos kt

tsinh kt

(s—a)2 + k2

s—a
(s—a)>+k?

s—a

2ks
(s2 1 k2)2

82 _ kQ
(82 +k2)2

2ks
(s2 — k2)?

s2 4+ k?
(s2 — k2)?

a
arctan —
s

e~ Vs
NG

e—a\/g

e—a\/g
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SF1683 Differentialekvationer och transformmetoder, del 2
Tentamen
Onsdag den 12 april 2023

Skrivtid: 08:00-12:00
Tillatna hjalpmedel: inga
Examinator: Mattias Dahl

Tentamen bestar av sex uppgifter uppdelade i tva delar. Del I utgérs av de tre forsta uppgifterna
som testar formagan att 16sa grundldggande problem. Del II utgors av de tre sista uppgifterna
och testar formagan att 16sa mer avancerade problem som dven kan vara av teoretisk karaktér
och ir avsedda framst for hogre betyg. Varje uppgift ger maximalt fyra podng. Bonuspoéng fran
lappskrivningarna adderas till erhallna poidng pa del I upp till maximalt 12 podng.

Betygsgrinserna vid tentamen ges av foljande tabell.

Fx E D C B A
11 12 14 16 19 21

For full poing pa en uppgift krivs att 16sningen &r vil presenterad och létt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs 1 ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva podng.

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Funktionerna f, f, har period 27 och ges pa intervallet —7 < x < 7 av

2
2 —x°, —m<x<0
a =X, b = .
@ filx) =x b f2(x) {xz, 0<x<m
Berikna deras Fourierserier. Forklara vad serierna konvergerar mot. 4p)

2. Anvind Laplacetransformen for att 10sa initialvirdesproblemet

0, 0<t<m

, 0) = 1,y/(0) =0,
cos(2t), mw<t »(0) y(0)

V'(t)+4y(t) = 8(t —27) + {
for y(¢),t > 0. 4 p)

3. Anvind Fouriertransformen for att bestimma l6sningen till randvirdesproblemet

du Jdu
ox oy f(x)
for u = u(x,y) som dr en funktion definierad pa 6vre halvplanet —eo < x < oo, y > 0, med

u(x,0) = g(x), —oo<x<oo.
1
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Hir 4r f(x) och g(x) styckvis kontinuerliga, absolutintegrerbara funktioner. F6ljande form-
ler kan vara anvindbara:
() ZFlfxgl(w)=2nF [ fl(o) - Z|g|(w) dir * betecknar faltning (convolution)
(i) Z[f(ax+b))(0) = e Z[f)(2)
(i) Z [ f(x)](0) = F[fl(0—c)
iv) Z[f (o) =inF [f]( )
V) Fxf(x)](@ )—lde[f]( )
Vi) Z[f(0))(0) = gz (677 —e7'®") diir f(x) = {

1, oma<x<b
0, annars

(4 p)

DEL II — AVANCERADE PROBLEM

4. Laplace ekvation Au = 0 ges i poldra koordinater x = rcos 6, y = rsin 0, av

A ~0%u 1du 182u_0

"or o TR T
Anvind separation av variabler och Fourierserieutveckling for att bestimma den 16sning
u = u(r,0) pa cirkelskivan r = \/x2 +y2 < 1, = < 6 < 7, som ir kontinuerlig verallt
och uppfyller randvillkoret u = |0| for punkter (x,y) = (cos0,sinf), -t < 0 < 7w, pa
randen till cirkelskivan. 4p)

5. Berikna Fouriertransformen av funktionen f(x) = e~ diir ¢ > 0 #r en konstant. Anvind
sedan den allménna Plancherelidentiteten for att beridkna integralen

* 1
d
/w @10+ 02 ?
for a,b > 0.
(4 p)

6. Lat E vara vektorrummet av kontinuerliga komplexvérda funktioner pé intervallet [— 7, 7].
Lat den inre produkten pa E ges av

/:8 27:/ f)

med motsvarande norm || || = (f, f)'/2.

(a) Visa att funktionerna ¢, n = 0,41,42, ..., utgdr ett ortonormalt system i E. Ange
formlerna for Fourierkoefficienterna c,, for en funktion f € E med avseende pa detta
ortonormala system.

Om f € E har Fourierkoefficienter ¢, sa ges dess delsumma av ordning m av

m .
— Z Cn emx

n=—m

(b) Visa att [|f]|> = || £ — S|l + [|Su]*-
(c) Visa Bessels olikhet: Y= |cq|? < |I£]1%-
(d) Visa Riemann-Lebesgues lemma: lim,, . c, = lim,, , o c, = 0.
(4p)
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SF1683 Differentialekvationer och transformmetoder, del 2
Tentamen
Fredag den 12 januari 2024

Skrivtid: 08:00-12:00
Tillatna hjalpmedel: inga
Examinator: Mattias Dahl

Tentamen bestar av sex uppgifter uppdelade i tva delar. Del I utgérs av de tre forsta uppgifterna
som testar formagan att 16sa grundldggande problem. Del II utgors av de tre sista uppgifterna
och testar formagan att 16sa mer avancerade problem som dven kan vara av teoretisk karaktér
och ir avsedda framst for hogre betyg. Varje uppgift ger maximalt fyra podng. Bonuspoéng fran
lappskrivningarna adderas till erhallna poidng pa del I upp till maximalt 12 podng.

Betygsgrinserna vid tentamen ges av foljande tabell.

Fx E D C B A
11 12 14 16 19 21

For full poing pa en uppgift krivs att 10sningen #r vil presenterad och létt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs 1 ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poiang.

DEL I - GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat funktionen f(x) vara definierad som f(x) = sin(3x) for 0 <x < &. Utvidga f(x) till
en funktion pa intervallet —7 < x < 7 pa tre olika sitt:
(a) fu(x) som &r en jamn funktion,
(b) fp(x) som dr en udda funktion,
(¢) fe(x) somhar f.(x) =0 for —w < x < 0.
Berikna Fourierserierna for f,(x), f(x), f-(x). Forklara vad serierna konvergerar mot i de
tre olika fallen.
(4p)

2. Anvind Laplacetransformen for att 16sa initialvirdesproblemet

0, 0<t<2m

0) =y'(0) =0
sn(3), 2m<i y(0) =»'(0) =0,

f@ﬂ@ﬂﬂzé@—m+{

for y(¢) dér r > 0. (Ledning: skriv om den transformerade ekvationen sa att formel (27)
kan anvindas.) 4p)



SF1683 Tentamen 2024-01-12

3. Anvind separation av variabler for att 16sa virmeledningsproblemet

du %u
ot ox2
for u = u(x,r), 0 <x < m,t >0, med randvillkor
du du

—(0,7) =0 —(m,t)=0, >0
) ( ) ) ’ 9) ( ) ) ’
och initialvillkor

5, 0<x<m/4
-2, m/4<x<m

u(x,0) = f(x) = {

Losningen innehaller koefficienter for en Fourierserieutveckling. Ange integraler som
ger dessa koefficienter. Integralerna behover inte berdknas. Berdkna dock grinsvérdet
limy e u(x,2) for 0 < x < m.

(4 p)

DEL II — AVANCERADE PROBLEM

4. Anvind Fouriertransformen for att bestimma den absolutintegrerbara funktion y(x), for
—oo < X < oo, som uppfyller

2y"(x) +x/(x) +y(x) =0, y(0)=1.
Foljande formler kan vara anvindbara:

(i) Z[f+gl(w) =2nF[f|(0)- F[g](®) dir x betecknar faltning (convolution)
(i) Z[f(ax+b))(0) = e Z)(2)
(iii) F[e" f(x)](w) = Z[f](@—c)
(iv) Z[f'(0) = ioZ[f](o)

) Fhxf()](@) = diﬁf [2f]<w)

(vi) Fle™ x? (o) =

4 p)

5. (a) Formulera satsen om invers Fouriertransform.
(b) Berikna Fouriertransformen av funktionen f(x) = e~ .

(c) Anvind (a) och (b) for att berdkna Fouriertransformen av g(x) = !

T2
4 p)

6. (a) I beviset av Dirichlets sats om punktvis konvergens av Fourierserier anvinds att
delsumman S,,(x) = 3 + Yo_| [a, cosnx + b, sinnx| av Fourierserien till funktionen
f:[—m,m] — C kan skrivas som en integral som innehéller funktionen f samt Di-

richletkdrnan Dy, (t) = glr;(z:r 2! Bevisa detta.
sin 3¢
(b) Skissera beviset av Dirichlets sats. Ange forutsidttningar och slutsatser. (Ledning:
Anvind Riemann-Lebesgues lemma pa hjélpfunktionen g(z) = %ﬂm.)
2

4 p)
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In (a2’ + be dz = =+/dac — b2 tan” " =
/n(az + r+c) T ac an N
b 2
-2z + <%+z> In (az” + bz + c) (47)
bxr 1
1 -2 _ 2
/x n(ax + b)dx 2 1%
1 b
+3 (a;2 - a—z) In(ax + b) (48)
2 42 2 1,
/xln(a — bz )dx:7§m +
1 a?
5 (12 - b—2> In (a2 — bzwz) (49)
Integrals with Exponentials
/e“d:v = le‘w (50)
T a
/ Vze dr = fc(" 2\é;zerf (L\/(JJ,‘) R
where erf(z) = 7 /[; e at (51)
/re”dr = (z—1)e" (52)
ax z 1\
/ze dz:(gfﬁ>e (53)
/zzewdw = (2" —220+2) € (54)
2
2 a8, _ (% 2z 2\ =
/xe dxf(a a2+a3>e (55)
/z3emdw = (¢ — 32 + 62— 6) €" (56)
/z"e”dw =2 : 7£/z7l’16“zdz (57)
/ "e do = ﬂF[lJrn —ax),
T ogntl
o (58)
where I'(a,z) = / t“ et dt
2 i/m .
4 dr = — f
/e dz 2\/Eer (izv/a) (59)
/670I2 dz = T@crf (z+/a) (60)
—ax? g 1 _ax? 61
/ze x=—5e (61)
/1267{” dx = —,/—crf(zf) - 2—6 oo’ (62)
a

*(©) 2014. From http://integral-table.com, last revised June 14, 2014. This material is provided as is without warranty or representation about the accuracy, correctness or
suitability of the material for any purpose, and is licensed under the Creative Commons Attribution-Noncommercial-ShareAlike 3.0 United States License. To view a copy of this
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Integrals with Trigonometric Functions

/sin axdr = 1 cos ax (63)
a
-/sin2 azde =2 — sin 2az (64)
T2 4a
/sinn axdr =
1 11-n3
— cosax 2F1 [2, 5 7008 G (65)
.3 _ _3cosaz cos 3ax
/ sin” axde = Ia 124 (66)
/cos ardr = é sinax (67)
cos® azdr = = + sin 24z (68)
] T2 4a
/ p 1 1+p
cos” ardr = —————cos " axx
a(1+p)
1+p 1 34+p 2 )
j o , cos
21[ 7 3 g ,cos” ax (69)
3 _ 3sinax  sin3azx
/cos azrdr = T 20 (70)
. _ cos[(a —b)x]  cos[(a+b)z]
/cosazsmbxdzf 2a=0b) 20t ,a#b
(71)
Lo o _sin[(?afb)z}
/sm ax cos brdr = “12a=b)
sinbz  sin[(2a + b)z]
- smia )T 2
2b 4(2a+b) (72)
/ sin” & cos xdx = % sin® (73)
I _ cos[(2a —b)z]  cosbx
/ cos” arsinbrdr = RTEDN %
cos[(2a + b)z]
- Lossa T o) 4
4(2a +b) (74)
/ cos® az sin axdr = —% cos® ax (75)
C o o _x sin2azr  sin[2(a - b)a]
/mn ax cos” brdr = 1 32 16(a —b)
sin2bz  sin[2(a + b)z]
% 16(a + b) (76)
'sinz xcos® azdr = = — sindaz (77)
az cos” azdz = ¢ T9m
/tan ardr = 72 In cos ax (78)
/ tan® azde = —z + 2tan ax (79)
/ n tan™ ! ax
tan” ardr = ———— X
a(l+n)
oy <”+1,17n+3,7tan2aa?> (80)
2 2
/tan3 ardr = 1 In cos ax + L sec” ax (81)
a 2a
/sccxdw =1In|secz + tanz| = 2tanh ™" (tan %) (82)
/5902 ardr = é tan ax (83)

/scc:jzdx = %sccztanx + %ln\secz + tan z|

/secztan zdr = secx
2 1 2
sec” x tanxdr = 3 sec” x

1
/sec"ztanxdw = —sec"x,n #0
n

/cscxdz:ln‘tan§| =In|cscx —cotz| +C

2 1
/CSC axrdr = —— cotax
a

5 1 1
csc xd:c:7§cotzcscx+§1n|cscmfcotz\
C L oon
csc" xeotxdr = ——csc" x,n #0
n
/seczcsozdm:ln\tanx|

Products of Trigonometric Functions and
Monomials

/zcosxdz =cosz + xsinx
1 T .
 cosaxdr = —; cosaxr + — sinax
a? a
2 2 .
z” cosxdr = 2x cosx + (r — 2) sinx

2z cos ax 4 a’x? -2

————sinaxw
a? a?

/ z? cos axdr =

/ z"cosxdr = —%(11)”4rl [T(n+1,—iz)

+(—=1)"T(n+1,ixz)]

/z"cosazdm = %(ia)lf" [(=1)"T'(n+ 1, —iaz)

—I'(n+1,iza))

/xsinmdac = —xcosz +sinx

. xrcosar | sinax
zsinaxdr = — + 3
a a

/x2 sinzdr = (2 - 12) cosx + 2xsinx

2

2 . 2 —a’x 2x sin ax
z°sinarde = ————— cosaxr + ————
) a3 a2

Products of Trigonometric Functions and

Exponentials
T 1.
e’ sinazdr = 53¢ (sinz — cosz)

. 1 .
" sin axde = ———— e (bsin az — a cos ax)
. a? + b?

(84)

(85)

(86)

(87)

(88)

(89)

(90)

(91)

(92)

(93)

(94)

(95)

(96)

97)

(98)

(99)

(100)

(101)

(102)

/ " sinwdz = —%(i)” [C(n+ 1, —iz) — (=1)"T(n + 1, —iz)]

(103)

(104)

(105)

: 1
/ e’ cosxdr = iew(sinaz + cosx)

b br,
/e * cos axdr = e"*(asin ax + bcos ax)

1
a? + b?
@ 1. .
/ze sinzdr = 53¢ (cosz — xcosz + wsinz)

1, . .
/zez coszdr = §el(zcosz —sinz + zsinz)

Integrals of Hyperbolic Functions

/cosh axdr = ésinh azr
/ea’" coshbzdr =
a;_wbz lacoshbz — bsinhbz] a#b
e2ar o
a2 a=b
. 1
/smh axdr = o cosh ax
/e'” sinh brdxr =
a"’e—/bz [-bcoshbz + asinhbzr] a#b
e o
_Z —p
4a @
/c"m tanh bxdz =
(a+2b)x
€ a a 2ba
ok 14+, 1,24 —,—
at2p)t [14 g 12+ 55 =]
1 ’
——e" o Fy %, 1,1E, 762!,1] a#b
aw _ 9 tan=—1[e®
e tan” " [e®] aeb
a
1
/ tanh ax de = — Incosh ax
a
1 .
/ cos ax cosh brdr = ———— [asinax cosh bz
a? + b?
+b cos az sinh bx]
/ cos ax sinh bxdx = ! [bcos ax cosh bx—+
T a2+ b?
asin ax sinh bx]
/ sin ax cosh bxdxr = ; [—acos az cosh bz+
sinaz coshbedr = —5— S S

bsin ax sinh bz

/ sin ax sinh bxdr = [b cosh bz sin ax—

1
a? + b?
a cos azx sinh bz

1
/sinh az cosh azdz = i [—2az + sinh 2az]

/sinh ax cosh bxdr = =

—a cosh az sinh bz|

1
o [b cosh bz sinh az

(106)

(107)

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)

(114)

(115)

(116)

(117)

(118)

(119)

(120)

(121)



[ @t - ayaz
" (n=0,1,2,...)
t° (z>—1€R)
sin kt

cos kt

at

sinh kt

cosh kt

at bt

a—>b

(© 2011 B.E.Shapiro for integral-table.com. This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial-ShareAlike
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Table of Laplace Transforms

LIf(#)] = F(s)

1
s

F(s—a)

e % F(s)

1
(_1)ndndf;§8)
sF(s) — f(0)

2 _ k2

(s—a)(s—0)

teat

tneat

e™ sin kt

e™ cos kt

e sinh kt

e cosh kt

tsin kt

tcos kt

tsinh kt

(s—a)2 + k2

s—a
(s—a)>+k?

s—a

2ks
(s2 1 k2)2

82 _ kQ
(82 +k2)2

2ks
(s2 — k2)?

s2 4+ k?
(s2 — k2)?

a
arctan —
s

e~ Vs
NG

e—a\/g

e—a\/g
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SF1683 Differentialekvationer och transformmetoder, del 2
Tentamen
Tisdag den 2 april 2024

Skrivtid: 08:00-12:00
Tillatna hjalpmedel: inga
Examinator: Mattias Dahl

Tentamen bestar av sex uppgifter uppdelade i tva delar. Del I utgérs av de tre forsta uppgifterna
som testar formagan att 16sa grundldggande problem. Del II utgors av de tre sista uppgifterna
och testar formagan att 16sa mer avancerade problem som dven kan vara av teoretisk karaktér
och ir avsedda framst for hogre betyg. Varje uppgift ger maximalt fyra podng. Bonuspoéng fran
lappskrivningarna adderas till erhallna poidng pa del I upp till maximalt 12 podng.

Betygsgrinserna vid tentamen ges av foljande tabell.

Fx E D C B A
11 12 14 16 19 21

For full podng pa en uppgift krivs att 16sningen &r vl presenterad och litt att folja. Det innebir
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs 1 ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva podng.

DEL I - GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Funktionen f har period 27 och ges pa intervallet —7 < x < 7w av

-1, —mw<x<0
3, 0<x<m

f(x) =x+cos(3x) + {
Berikna dess Fourierserie. Forklara vad serien konvergerar mot. 4 p)

2. Anvind Laplacetransformen for att 16sa initialvirdesproblemet

V0= (- de 50)=0. ¥(0)=4,

for y(t), t > 0. Ledning: s* —1 = (s> + 1) (s + 1)(s — 1) (4 p)
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3. Bestdm Fouriertransformen av foljande funktioner

2 .
x4, —2<x<2 sin(2x
mm:{o e
,  annars x
Berikna dven integralen [~ de. Ledning: Beridkna forst Fouriertransformen av
I, 2<x<2
flx)= { (4 p)
0, annars

DEL II — AVANCERADE PROBLEM

4. (a) Bevisa formeln for Laplacetransformen .Z’[f"](s) av andraderivatan av en funktion
f(t),t > 0. Ange forutsittningar for att formeln ska gilla.
(b) Ange en kontinuerlig funktion f(¢), > 0, som inte har en Laplacetransform. Moti-
vera noga varfor dess Laplacetransform inte existerar.

(4p)

5. Anvind Fouriertransformen for att 16sa virmeledningsproblemet

ou  9%u

ot dx2
for u = u(x,t), —eo < x < oo, t > 0, med initialvillkor u(x,0) = f(x) dir f(x), —eo <
x < oo, dr en funktion av som dr styckvis kontinuerlig och absolutintegrerbar. Svaret ska
ges som en integral pa formen u(x,7) = [~ f(y)p(x —y,t)dy. Foljande formler kan vara
anviandbara:

() Flfxgl(w)=2n7f](®)-.Z|g](®) dir * betecknar faltning (convolution)
o ZfI(

(if) Z[f(ax+b)](0) = e'™ Z[£](2)
(iii) F[e™ %

(@) = 5ze
(4p)

6. Lat E vara vektorrummet av kontinuerliga komplexvirda funktioner pé intervallet [— 7, 7).
Lat den inre produkten pa E ges av

/.8 27:/ f)

med motsvarande norm || || = (f, f)'/2.

(a) Visa att funktionerna ", n = 0,£1,42, ..., utgor ett ortonormalt system i E. Ange
formlerna for Fourierkoefficienterna c,, for en funktion f € E med avseende pa detta
ortonormala system.

Om f € E har Fourierkoefficienter ¢, sa ges dess delsumma av ordning m av

m .
x)= Y cpe™

n=—m

(b) Visa att || £]12 = || f = Sl + S I*
(c) Visa Bessels olikhet: Yo |cq|® < || £]1*.
(d) Visa Riemann-Lebesgues lemma: lim,, ,.c, = lim,, , o c, = 0.
4p)




Basic Forms

1
g —
/ = n+ 1
/ —dx = In|z|
/udv:uvf/vdu
1
/ ax + bdx
Integrals of Rational Functions
1
/7(117 = - !
(z +a)? z+a

/(z +a)"de =

(z4+a)" "M (n+ 1)z —a)
(n+1)(n+2)

1 _
/deztan Ly

s

1
= = Inlaz +b|
a

(1 + a)TH»l

1
nrl "7

/z(z +a)"dz =

ltatn7IE

a2+12 a a

1 2 2

/(L2+EQ §1n|a + 7|

I
dr-a—at'm -
a

1 1
/mdz = izz - 5(12 In|a® + 27|

/ L2y 2aw4h
azr? +bx +c Vdac — b2 VAiac — b2
1 1 at+x
———dr = ——1 ,
,/(x+a)(z+b)dL bfanb+w'a¢b

T = L+1n|a+x\
(x+a)?2 " ataz

1 2

—aln\aa: + bz + ¢

T gr=
ax? +br+c = 2

b ~1 2ar+0b

- tan
av/4ac — b2 Viac — b?
Integrals with Roots
/\/x —adr = %(z —a)’/?
———dr=2Vr*ta
/%= e
—2Va—=x

dr —
Va—zx v
" 2 32, 2 5/2
vz — adr = g(l,(!l) —a)” "+ 5(11: —a)
/\/aac+ bdr = <27b+%> Vax +b

3 2 5
3/2, _ 5/2
/(ax+b) de = 5(L(aqub)

\/%dz = %(z F2a)Vrta

z(a — )

Va(a—z) —atan!

=Va(a+z)—aln[Vz+Vz+a

/ a+x

®3)

O]

(6)

U]

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

/z\/az + bdx =

Table of Integrals”

(—2b° + abx + 3a°z”)Vaz + b (26)

2
15a2

/ Va(ax + b)dx = 4(1%/2 [(an +b)vazx(ax +b)

—b%In|ay/z + \/(L(ux+b)|] (27)
b? T
3 — = 3
/\/x (ax + b)dx = [12a 8a2x+ 3] z?(ax +b)

1 1
/\/a:Q + a?dx = §zx/zzia2 + iazln‘er 2 + a?

+ W In ‘aﬂ+ Valax + b)) (28)

(29)

/\/ a? — x2de = %r a? —a? + %az tan ™ h
(30)
/x\/ 2 £+ a?dx = % (zQ + a2)3/2 (31)

1 2 2

\/ﬁdzzln)er 2+ a (32)

1 1z .
/\/ﬁdz =sin" = (33)
/ \/%dx =zt ta? (34)

' z 2 _ 2

/ ﬁdz = a? —x (35)

@1
Vexa 2"

T+ vx2 +a?

22 +a?F %(Lz In

(36)
/\/aoc2 +br + cdr = M\/azz +bx+c
+ = dac — ln ‘Qaz + b+ 2v/a(az? + bxtc) ‘ (37)
8(13/2

/anx/az2 +br+c=

2v/av/ax? 4+ bx + ¢

48a/ 5/2 (

X (73b2 + 2abz + 8a(c + ax2))
+3(5" — dabe)In|b + 20z + 2vav/aa? + b + | ) (38)

/

: 1 1
o — . 22 1 br +c
/de/ ﬁln|2a1+b+2\/a(at +bt+t)‘
(39)
T 1
———dr = Va2 +br+c
Vaz? +bx +c a
b
- Wln‘?az-!—b-k%/a(am? +b1:+c)| (40)
/ ' z’ ___ T (41)
(a2 +22)372 ~ g2\ /a? ¥ 22

Integrals with Logarithms

/ln ardr = zlnax — x (42)
/ hl;“: dx = % (Inaz)? (43)
b
In(ax + b)dz = (= + . In(az +b) —x,a#0 (44)
/1n(z2 +a?)dx = zIn(z® + a®) + 2a tan™" 2 — 2z (45)
2 2 2 2 z+a
/ln(z —a”)dx=zln(z" —a )Jralnm_u —2x  (46)
- 1 2axz+b
In (a2’ + be dz = =+/dac — b2 tan” " =
/n(az + r+c) T ac an N
b 2
-2z + <%+z> In (az” + bz + c) (47)
bxr 1
1 -2 _ 2
/x n(ax + b)dx 2 1%
1 b
+3 (a;2 - a—z) In(ax + b) (48)
2 42 2 1,
/xln(a — bz )dx:7§m +
1 a?
5 (12 - b—2> In (a2 — bzwz) (49)
Integrals with Exponentials
/e“d:v = le‘w (50)
T a
/ Vze dr = fc(" 2\é;zerf (L\/(JJ,‘) R
where erf(z) = 7 /[; e at (51)
/re”dr = (z—1)e" (52)
ax z 1\
/ze dz:(gfﬁ>e (53)
/zzewdw = (2" —220+2) € (54)
2
2 a8, _ (% 2z 2\ =
/xe dxf(a a2+a3>e (55)
/z3emdw = (¢ — 32 + 62— 6) €" (56)
/z"e”dw =2 : 7£/z7l’16“zdz (57)
/ "e do = ﬂF[lJrn —ax),
T ogntl
o (58)
where I'(a,z) = / t“ et dt
2 i/m .
4 dr = — f
/e dz 2\/Eer (izv/a) (59)
/670I2 dz = T@crf (z+/a) (60)
—ax? g 1 _ax? 61
/ze x=—5e (61)
/1267{” dx = —,/—crf(zf) - 2—6 oo’ (62)
a
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Integrals with Trigonometric Functions

/sin axdr = 1 cos ax (63)
a
-/sin2 azde =2 — sin 2az (64)
T2 4a
/sinn axdr =
1 11-n3
— cosax 2F1 [2, 5 7008 G (65)
.3 _ _3cosaz cos 3ax
/ sin” axde = Ia 124 (66)
/cos ardr = é sinax (67)
cos® azdr = = + sin 24z (68)
] T2 4a
/ p 1 1+p
cos” ardr = —————cos " axx
a(1+p)
1+p 1 34+p 2 )
j o , cos
21[ 7 3 g ,cos” ax (69)
3 _ 3sinax  sin3azx
/cos azrdr = T 20 (70)
. _ cos[(a —b)x]  cos[(a+b)z]
/cosazsmbxdzf 2a=0b) 20t ,a#b
(71)
Lo o _sin[(?afb)z}
/sm ax cos brdr = “12a=b)
sinbz  sin[(2a + b)z]
- smia )T 2
2b 4(2a+b) (72)
/ sin” & cos xdx = % sin® (73)
I _ cos[(2a —b)z]  cosbx
/ cos” arsinbrdr = RTEDN %
cos[(2a + b)z]
- Lossa T o) 4
4(2a +b) (74)
/ cos® az sin axdr = —% cos® ax (75)
C o o _x sin2azr  sin[2(a - b)a]
/mn ax cos” brdr = 1 32 16(a —b)
sin2bz  sin[2(a + b)z]
% 16(a + b) (76)
'sinz xcos® azdr = = — sindaz (77)
az cos” azdz = ¢ T9m
/tan ardr = 72 In cos ax (78)
/ tan® azde = —z + 2tan ax (79)
/ n tan™ ! ax
tan” ardr = ———— X
a(l+n)
oy <”+1,17n+3,7tan2aa?> (80)
2 2
/tan3 ardr = 1 In cos ax + L sec” ax (81)
a 2a
/sccxdw =1In|secz + tanz| = 2tanh ™" (tan %) (82)
/5902 ardr = é tan ax (83)

/scc:jzdx = %sccztanx + %ln\secz + tan z|

/secztan zdr = secx
2 1 2
sec” x tanxdr = 3 sec” x

1
/sec"ztanxdw = —sec"x,n #0
n

/cscxdz:ln‘tan§| =In|cscx —cotz| +C

2 1
/CSC axrdr = —— cotax
a

5 1 1
csc xd:c:7§cotzcscx+§1n|cscmfcotz\
C L oon
csc" xeotxdr = ——csc" x,n #0
n
/seczcsozdm:ln\tanx|

Products of Trigonometric Functions and
Monomials

/zcosxdz =cosz + xsinx
1 T .
 cosaxdr = —; cosaxr + — sinax
a? a
2 2 .
z” cosxdr = 2x cosx + (r — 2) sinx

2z cos ax 4 a’x? -2

————sinaxw
a? a?

/ z? cos axdr =

/ z"cosxdr = —%(11)”4rl [T(n+1,—iz)

+(—=1)"T(n+1,ixz)]

/z"cosazdm = %(ia)lf" [(=1)"T'(n+ 1, —iaz)

—I'(n+1,iza))

/xsinmdac = —xcosz +sinx

. xrcosar | sinax
zsinaxdr = — + 3
a a

/x2 sinzdr = (2 - 12) cosx + 2xsinx

2

2 . 2 —a’x 2x sin ax
z°sinarde = ————— cosaxr + ————
) a3 a2

Products of Trigonometric Functions and

Exponentials
T 1.
e’ sinazdr = 53¢ (sinz — cosz)

. 1 .
" sin axde = ———— e (bsin az — a cos ax)
. a? + b?

(84)

(85)

(86)

(87)

(88)

(89)

(90)

(91)

(92)

(93)

(94)

(95)

(96)

97)

(98)

(99)

(100)

(101)

(102)

/ " sinwdz = —%(i)” [C(n+ 1, —iz) — (=1)"T(n + 1, —iz)]

(103)

(104)

(105)

: 1
/ e’ cosxdr = iew(sinaz + cosx)

b br,
/e * cos axdr = e"*(asin ax + bcos ax)

1
a? + b?
@ 1. .
/ze sinzdr = 53¢ (cosz — xcosz + wsinz)

1, . .
/zez coszdr = §el(zcosz —sinz + zsinz)

Integrals of Hyperbolic Functions

/cosh axdr = ésinh azr
/ea’" coshbzdr =
a;_wbz lacoshbz — bsinhbz] a#b
e2ar o
a2 a=b
. 1
/smh axdr = o cosh ax
/e'” sinh brdxr =
a"’e—/bz [-bcoshbz + asinhbzr] a#b
e o
_Z —p
4a @
/c"m tanh bxdz =
(a+2b)x
€ a a 2ba
ok 14+, 1,24 —,—
at2p)t [14 g 12+ 55 =]
1 ’
——e" o Fy %, 1,1E, 762!,1] a#b
aw _ 9 tan=—1[e®
e tan” " [e®] aeb
a
1
/ tanh ax de = — Incosh ax
a
1 .
/ cos ax cosh brdr = ———— [asinax cosh bz
a? + b?
+b cos az sinh bx]
/ cos ax sinh bxdx = ! [bcos ax cosh bx—+
T a2+ b?
asin ax sinh bx]
/ sin ax cosh bxdxr = ; [—acos az cosh bz+
sinaz coshbedr = —5— S S

bsin ax sinh bz

/ sin ax sinh bxdr = [b cosh bz sin ax—

1
a? + b?
a cos azx sinh bz

1
/sinh az cosh azdz = i [—2az + sinh 2az]

/sinh ax cosh bxdr = =

—a cosh az sinh bz|

1
o [b cosh bz sinh az

(106)

(107)

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)

(114)

(115)

(116)

(117)

(118)

(119)

(120)

(121)
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SF1683 Differentialekvationer och transformmetoder, del 2
Tentamen
Fredag den 10 januari 2025

Skrivtid: 08:00-12:00
Tillatna hjalpmedel: inga
Examinator: Mattias Dahl

Tentamen bestar av sex uppgifter uppdelade i tva delar. Del I utgérs av de tre forsta uppgifterna
som testar formagan att 16sa grundldggande problem. Del II utgors av de tre sista uppgifterna
och testar formagan att 16sa mer avancerade problem som dven kan vara av teoretisk karaktér
och ir avsedda framst for hogre betyg. Varje uppgift ger maximalt fyra podng. Bonuspoéng fran
lappskrivningarna adderas till erhallna poidng pa del I upp till maximalt 12 podng.

Betygsgrinserna vid tentamen ges av foljande tabell.

Fx E D C B A
11 12 14 16 19 21

For full podng pa en uppgift krivs att 16sningen &r vl presenterad och litt att folja. Det innebir
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs 1 ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva podng.

DEL I - GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat funktionen f(x) vara definierad som f(x) = 2+ cos(2x) for 0 < x < z. Utvidga f(x)
till en funktion pd intervallet —7 < x < 7 pa tre olika sitt:
(a) fu(x) som &r en jimn funktion,
(b) fp(x) som dr en udda funktion,
(c) fe(x) som har f.(x) =0 for —m < x <O0.
Berikna Fourierserierna for f,(x), f,(x), f¢(x). Forklara vad serierna konvergerar mot i de
tre olika fallen.

(4p)

2. Anvind Laplacetransformen for att 16sa initialvérdesproblemet

0, 0<t<m

: 0) =0,y (0) =2,
o), 7o ¥(0) = 0,'(0)

Y(t)+y(t) = 8(r—2m) + {

for y(¢),r > 0. 4p)
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3. Laplace ekvation Au = 0 ges i poldra koordinater x = rcos 8, y = rsin 8, av

u 1du 1 9%u
Auzmﬁ—;gﬁ—r—zwza (1)
(a) Bestdm alla 16sningar u = u(r, 0) till (1) som gar ett hitta med separation av variabler
da u = u(r,0) dr 2m-periodisk i 6. Forklara vilka av dessa som svarar mot kontinuer-
liga 16sningar till Laplace ekvation pa cirkelskivan D = {r = \/x2 +y* < 1}.
(b) Bestam den 16sning till Laplace ekvation pa cirkelskivan D som uppfyller u = 1 da
x,y >0, och u = 0 annars pa randen dD = {r = \/x% +y? = 1} till cirkelskivan.

(4p)
DEL II — AVANCERADE PROBLEM
4. (a) Bestdm Fouriertransformen F (@) = .7 |[f(x)](w) da
sinx, —mT<x<T
, annars
Vilket virde har F(®) di @ = £1? Ar F(w) kontinuerlig?
(b) Bestdm en funktion vars Fouriertransform ér lika med f(®).
(4p)
5. For en 16sning u = u(x,t), —eo < x < oo, t > 0, till virmeledningsekvationen (3)1: ‘;—2
definierar vi energin E (1) = ﬁ > |u(x,1)]? dx.

(a) Anvind Plancherels formel for att skriva E(¢) som en integral med u(@,t) = % [u(x,1)](®)
och visa att E’(r) < 0. (Fran detta foljer att virmeledningsekvationen med ett givet
initialvillkor u(x,0) = f(x) har hogst en 16sning, men det behover du inte visa.)

(b) Nir man I6ser den Fouriertransformerade virmeledningsekvationen hittar man 16sningen
i(w,1) = f(o) Le~ @ dir f(w) dr Fouriertransformen av initialvillkoret u(x,0) =
f(x). Losningen u(x,t) kan alltsa skrivas som en faltning mellan f(x) och en funk-
tion p(x,7). Bestdm p(x,1).

Foljande formler kan vara anvindbara:
() Flfxgl(w)=2n7| f]( ) Z [g](w) dir * betecknar faltning (convolution)

(i) F[f(av+b))(@) = L't FF)(2)

(ifi) Zle)(0) = 7ize™ T

(iv) Zf'())(0) =ioF[f(x)](o)

(4 p)

6. (a) I beviset av Dirichlets sats om punktvis konvergens av Fourierserier anvédnds att
delsumman S,,(x) = 3 + Yo" [a, cosnx + b, sinnx| av Fourierserien till funktionen
f:[—m, ] — C kan skrivas som en integral som innehéller funktionen f samt Di-

- 1
richletkdrnan Dy, (1) = SH;(STHJ?I)I. Bevisa detta.
2
(b) Skissera beviset av Dirichlets sats. Ange forutsittningar och slutsatser. (Ledning:
Anvind Riemann-Lebesgues lemma pa hjélpfunktionen g(¢) = %.)
Sin 3

(4 p)
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FORMELBLAD
Trigonometriska formler
. . 1 1
sin(m — a) =sina (29) /ﬁ dr == tan' =
a* +x a a
cos(m — o) = —cosa 1 9 2az + b
o — 30 dz = tan~! —=
sinnt =0, n€Z (30) / a2 +brtet [Jac — b2 an /Lac — b2
cosnm=(—1)", nez 1 1
( )7'r (31) / dr = lna+x7 a#b
sina:cos(i—a> .(ac—i—a)(w—i-b) 1 b b—:x
™ (32) /\/x2:ta2d.r:7mmifa21n’x+\/m2:ta2‘
tan o = cot (5 - a) 2 2
. 1 1
¢ _ sina (33) /\/a2 —x2dx = 7m\/m+ 7a2 tan~!
ana = a? — a2
cos o
cos o
fo = 4 —In o+ /a2 £ 02|
cota = —— (34) /\/761.1’ nlz+vVa2ta

cos?a+sina=1 .,z
dx =sin”" —

sin(aw £+ ) = sinacos § £ cosasin 3 /\/ 2—2? a

= i i Inaz 1
cos(a £ ) = cosacos § F sinasin 8 (36) /xplnamda::mp“(naj_ 12>7 bt 1
sin 2a = 2sin a cos « P+ (p+1)

In az
cos 2a = cos? a — sin? o (37)

(ln ax)2
e dx =

/=
1 oo
sinacos 8 = §[Sin(a + ) +sin(a — B)] (39) /Lcaz d (5 _ %) e
/
/

. . 1
sinasin § = E[COS(OL — B) — cos(a + 5] (38)

1
cosacos 3 = §[cos(a + B) + cos(a — B)] . 2?2 2w 2\ L.
e dr = Tl +—= e

1 1 2 3

sin? o = 5~ 5005204 1 a @
1 1 cosax dxr = —sinax

cos2a:§+§cos2a a

3

1
. 1, . . (42) /sin ardr = —— cosax
sin® o = 1(3 sin @ — sin 3a) a

1
1 [
cos® o = Z(3 cos a + cos 3a) (43) tanaz dr = o In cos ax
e = cosa +isina (44) = — 2tanh~! (tan f)
1 cos z 2
cosa = = (e!® + e~ 1
2 ( ) (45) dx =1In )tan f’

1, . ) sinz
sina = — (em — e_m)
27 (46)

1 x .
1 zcosardr = cos ax + — sinax
a
cosha == (e*+e™®
L o)

a2

/

/

/

/ 2,.2
/ ) 2rcosar | a*? —2
/

/

/

&

sinh o — 1 (e — e (47) x° cosax dr = = — sin ax
2 4 _xzcosar  sinawx
cosh? o —sinh?a = 1 (48) rsinazrdr = - + =
92— 2.2 21 si
Integraler (49) 22 sin az de — # S w
1 a a
_ +1 B 1
/l‘pdfl‘fp+1.ﬁl‘p ) p# 1 (50) ewaOSafEdI— 2+b26bz(asinax+bcosax)
1 1
= - 1
/ az +b dz = a Infaz + 0| (51) %% sin ax de = pE— ——— ¥ (bsinaz — acosax)
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SF1683 Differentialekvationer och transformmetoder, del 2
Tentamen
Fredag den 25 april 2025

Skrivtid: 08:00-12:00
Tillatna hjalpmedel: inga
Examinator: Mattias Dahl

Tentamen bestar av sex uppgifter uppdelade i tva delar. Del I utgérs av de tre forsta uppgifterna
som testar formagan att 16sa grundldggande problem. Del II utgors av de tre sista uppgifterna
och testar formagan att 16sa mer avancerade problem som dven kan vara av teoretisk karaktér
och ir avsedda framst for hogre betyg. Varje uppgift ger maximalt fyra podng. Bonuspoéng fran
lappskrivningarna adderas till erhallna poidng pa del I upp till maximalt 12 podng.

Betygsgrinserna vid tentamen ges av foljande tabell.

Fx E D C B A
11 12 14 16 19 21

For full podng pa en uppgift krivs att 16sningen &r vl presenterad och litt att folja. Det innebir
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs 1 ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva podng.

DEL I - GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Funktionen f har period 27 och ges pa intervallet —7 < x < 7w av

I, —m<x<0
3, 0<x<m

ﬂ@zﬂﬂﬂm+{

Berikna dess Fourierserie. Forklara vad serien konvergerar mot. 4 p)

2. Bestim en 16sning u = u(x,y), 0 < x,y < , till Laplace ekvation Au = ‘;—i;‘ + 3—1’2‘ =0som
uppfyller randvillkoren

Ju du
3(07)])_%(%7)])_07 O<y<7r7

samt

=1
+Z—4003nx, O<x<m.

u(x,0) =0, u(x,m) = r -
n=2

2
(4 p)
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3. Anvind Laplacetransformen for att bestimma en 16sning u(x,¢) till den partiella differen-

tialekvationen
du du
— 4+ 2x— = 2xt, 0<x<oo, 0<t<oo,
dx ot
som uppfyller randvillkoren u(x,0) = 1,0 < x < oo, och u(0,¢) = 1,0 <t < co. 4p)

DEL II — AVANCERADE PROBLEM

4. (a) Berikna .7 [/ f(x)](®) uttryckti F (@ ﬁ[f(x)]((o)
(b) Beriikna Fouriertransformen av f(x) = e"'e - g(x) = e~ e~ samt av faltningen

fxg(x).
(c) Anvind detta for att berdkna faltningen f * g(x).

Du far anvinda foljande formler utan att hiarleda dem:
(@) Z|f *gl(w) =27 f](®) F[g](w)
(i) Z[f(ax+b)|(0) = gre'a Z[f1(2)
(i) Z[f (o) =ioF[f](o)
() FLef())(0) = iy 7[f](0)

(v) Fle ™™ ](a)) L7

2w
(4 p)
5. (a) Formulera satsen om invers Fouriertransform.
1— o <1
(b) Berikna Fouriertransformen av funktionen f(x) = I ?r Al < .
0, for x| > 1
(c) Anvind (a) och (b) for att berdkna Fouriertransformen av g(x) = 1;%‘ x#0.
(4 p)

6. Lata,, b, vara Fourierkoefficienterna for funktionen f: [—m, 7] — C. Bessels olikhet siger

att
o T
Haol + ¥ (lan*+10n) < 4 [ I P
n=1 -

Bevisa detta. Fran Bessels olikhet foljer Riemann-Lebesgues lemma. Bevisa dven detta.
(4 p)
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FORMELBLAD
Trigonometriska formler
. . 1 1
sin(m — a) =sina (29) /ﬁ dr == tan' =
a* +x a a
cos(m — o) = —cosa 1 9 2az + b
o — 30 dz = tan~! —=
sinnt =0, n€Z (30) / a2 +brtet [Jac — b2 an /Lac — b2
cosnm=(—1)", nez 1 1
( )7'r (31) / dr = lna+x7 a#b
sina:cos(i—a> .(ac—i—a)(w—i-b) 1 b b—:x
™ (32) /\/x2:ta2d.r:7mmifa21n’x+\/m2:ta2‘
tan o = cot (5 - a) 2 2
. 1 1
¢ _ sina (33) /\/a2 —x2dx = 7m\/m+ 7a2 tan~!
ana = a? — a2
cos o
cos o
fo = 4 —In o+ /a2 £ 02|
cota = —— (34) /\/761.1’ nlz+vVa2ta

cos?a+sina=1 .,z
dx =sin”" —

sin(aw £+ ) = sinacos § £ cosasin 3 /\/ 2—2? a

= i i Inaz 1
cos(a £ ) = cosacos § F sinasin 8 (36) /xplnamda::mp“(naj_ 12>7 bt 1
sin 2a = 2sin a cos « P+ (p+1)

In az
cos 2a = cos? a — sin? o (37)

(ln ax)2
e dx =

/=
1 oo
sinacos 8 = §[Sin(a + ) +sin(a — B)] (39) /Lcaz d (5 _ %) e
/
/

. . 1
sinasin § = E[COS(OL — B) — cos(a + 5] (38)

1
cosacos 3 = §[cos(a + B) + cos(a — B)] . 2?2 2w 2\ L.
e dr = Tl +—= e

1 1 2 3

sin? o = 5~ 5005204 1 a @
1 1 cosax dxr = —sinax

cos2a:§+§cos2a a

3

1
. 1, . . (42) /sin ardr = —— cosax
sin® o = 1(3 sin @ — sin 3a) a

1
1 [
cos® o = Z(3 cos a + cos 3a) (43) tanaz dr = o In cos ax
e = cosa +isina (44) = — 2tanh~! (tan f)
1 cos z 2
cosa = = (e!® + e~ 1
2 ( ) (45) dx =1In )tan f’

1, . ) sinz
sina = — (em — e_m)
27 (46)

1 x .
1 zcosardr = cos ax + — sinax
a
cosha == (e*+e™®
L o)

a2

/

/

/

/ 2,.2
/ ) 2rcosar | a*? —2
/

/

/

&

sinh o — 1 (e — e (47) x° cosax dr = = — sin ax
2 4 _xzcosar  sinawx
cosh? o —sinh?a = 1 (48) rsinazrdr = - + =
92— 2.2 21 si
Integraler (49) 22 sin az de — # S w
1 a a
_ +1 B 1
/l‘pdfl‘fp+1.ﬁl‘p ) p# 1 (50) ewaOSafEdI— 2+b26bz(asinax+bcosax)
1 1
= - 1
/ az +b dz = a Infaz + 0| (51) %% sin ax de = pE— ——— ¥ (bsinaz — acosax)
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